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A ki Idm 

E1 programa de monografias cientiïicas es un aspecto de la vasta 
labor de la Organización de los Estados Americanos, a cargo del De- 
partamento de Asuntos Cientfficos y Tecnológicos de la Secretarîa 
General de dicha Organización, a cuyo financiamiento contribuye en 
forma importante el Programa Regional de Desarrollo Cientffico y 
Tecnológico. 

Concebido por los Jefes de Estado Americanos en su Reunión cele- 
brada en Punta del Este, Uruguay, en 1967, y cristalizado en las deli- 
beraciones y mandatos de la Quinta Reunión del Consejo Interamerica- 
no Cultural, llevada a cabo en Maracay, Venezuela, en 1968, el 
Programa Regional de Desarrollo Cientffico y Tecnológico es la 
expresión de las aspiraciones preconizadas por los Jefes de Estado 
Americanos en el sentido de poner la ciencia y latecnologfa al servicio 
de los pueblos latinoamericanos. 

Demostrando gran visión, dichos dignatarios reconocieron que la 
ciencia y la tecnologfa están transformanao la estructura económica y 
social de muchas naciones y que, en esta hora, por ser instrumento 
indispensable de progreso en América Latina, necesitan un impulso 
sin precedentes. 

E1 Programa Regional de Desarrollo Cientffico y Tecnológico es un 
complemento de los esfuerzos nacionales de los pafses latinoamerica- 
nos y se orienta hacia la adopción de medidas que permitan el fomento 
de la investigación, la ensenanza y la difusión de la ciencia y la tecno- 
logfa; la formación y perfeccionamiento de personal cientffico; el 
intercambio de informaciones, y la transferencia y adaptación a los 
pafses latinoamericanos del conocimiento y las tecnologfas generadas 
en otras regiones. 

En el cumplimiento de estas premisas fundamentales, el programa 
de monograffas representa una contribución directa a la ensenanza de 
las ciencias en niveles educativos que abarcan importantfsimos secto- 
res de la población y, al mismo tiempo, propugna la difusión del saber 
cientffico. 

La colección de monograffas cientfficas consta de cuatro series, 
en espaftol y portugués, sobre temas de ffsica, qufmica, biologfa y 
matemática. Desde sus comienzos, estas obras se destinaron a pro- 
fesores y alumnos de ciencias de los primeros anos de la universidad; 
de éstos se tiene testimonio de su buena acogida. 

Este prefacio brinda al Programa Regional de Desarrollo Cientffico 
y Tecnológico de la Secretarfa General de la Organización de los 



Estados Americanos la ocasión de agradecer al doctor Leoooldo 
Nachbin . autor de esta monografía, y a quienes tengan el interés y 
buena voluntad de contribuir a su divulgación. 


Julio de 1986 



A la memoria de mi cunada 
Maria Regina de Meis 
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PROLOGO 


Este texto elemental sobre los fundamentos del álgebra está dirigi- 
do a los estudiantes de primer aïïo de todas las universidades de Amé- 
rìca Latina, no sólo en lo que concierne a matemática, sino también a 
campos donde el álgebra tiene aplicaciones, a saber: física, ingenie- 
rfa, informática, economfa, biologïa, estadfstica, etc. Tambìén está 
dirigido a los profesores de escuelas secundarias y universidades que 
quieran actualizar sus conocimientos en esta disciplina. 

De modo particular quiero agradecer almatemático peruano profe- 
sor César Silva, de Wìlliams College y de la Universidad de Rochester, 
por la traducción al espaffol del manuscrito orìginalde mi monografla, 
asf como al matemático peruano César Quiroz, también de laUniver- 
sidad de Rochester, por su colaboración en dicha traduccìón. Agra- 
dezco también a la Universìdad de Rochester por elapoyo brindado du- 
rante la redacción de este trabajo. 
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CONJUNTOS Y FUNCIONES 


Las nocìones de conjunto y función desempefïan un papel fundamen- 
tal en la matemática de nuestros dfas, incluso en algunos de sus as- 
pectos más elementales. Ambas fueron introducidas en el siglo pasado 
en una forma que, en esencia, es la misma que consideramos hoy en 
dfa. Es interesante observar que fue laimportante teorïa de las series 
trigonométricas la que llevó a Cantor a estudiar sistemáticamente la 
teorfa de los conjuntos, y a Dirichlet a ampliar el concepto de función 
formulado por sus antecesores y contemporáneos. 

Los conjuntos y lasfunciones constituyen los dos elementos básicos 
en términos de los cuales trataremos de formular otras nociones. 

§ 1. CONJUNTOS Y ELEMENTOS 

Una de las nociones primitìvas de la matemática es la de conjunto. 
Con esto queremos decir que nos limitaremos a atribuir al término oon- 
junto su sentido usual de colección de objetos o elementos y no pre- 
tenderemos definirlo a partir de otros conceptos matemáticos. Por 
conveniencia, haremos uso también del término ooleootân como sìnó- 
nimo de conjunto, a fin de evitar la repetición poco elegante de este 
ultimo en un mismo enunciado. E1 lector podrá cerciorarse de que 
realmente posee la noción correcta de conjunto al estudiar los varios 
ejemplos que se mencionan a lo largo de esta monografia. 

Ejemplo 1 0 Los sìguientes ejemplos de conjuntos se encuentran en 
las diversas etapas de generalización delconcepto de número de lama- 
temátìca elemental: 

N = conjunto de los números enteros naturales 0, 1, 2 , . . . ; 

Z = conjunto de los números enteros racìonales. . . , - 1, 0, 1, . . . ; 

Q = conjunto de losnómeros racionales p/Q, donde p y q son ente- 

ros racìonales y q Ý 0; 

R = conjunto de los números reales; 

C = conjunto de losnúmeros complejos d + ht, donde <2 y b son nti- 
meros reales e t = J - 1. 

Se mantendrán sìempre las notacìones N, Z, Q, R y C para desig- 
nar a los conjuntos de números que acabamos de mencionar. En lo que 
sigue asumiremos que el lector está familiarizado con las propiedades 
de estos números. 

Todo conjunto está constituido por elementos o puntos. Indicaremos 
que un elemento X pertenece a un conjunto X por medio de la notación de 



Peano X € X, La relación entre pnnto y conjvmto definida de este modo 
tìene como nombre vetao-iôn de pertenenc'Ca. Asf, en el ejemplo prece- 
dente, tenemos que 2 € N. De acuerdo con una convencìón general, un 
símbolo atravesado por una raya indica la negación de lo que sería re- 
presentado por el sfmbolo sin la raya. En particular, para indicar que 
un elemento X no pertenece al conjunto^f escribiremos xfi X. Por ejem- 
plo, -ZjL N. Si, en una determinada situacidn, fuera más cômodo afir- 
mar que el conjunto X contiene al elemento X, haremos uso de la nota- 
cì6n X 3 x. Esta convención, de invertàr un sïmbolo sin alterar esen- 
cialmente su significado, es muy útily será empleada en casos análogos, 
sin más comentarios. 

Si bien la teorfa general de los conjuntos no considera la naturaleza 
de los elementos que constituyen cada uno de los conjuntos, sf tiene en 
cuenta las relaciones posibles entre esos elementos y los conjuntos. 
Algunos autores tratan de describir el objetivo de la teorfa de conjuntos 
afirmando que ella estudia las relaciones entre el todo y sus partes, y 
usan el nombre de conjunto àbstracto para enfatìzar la preocupación de 
abstraer la naturaleza de los elementos pertenecientes a los conjuntos 
considerados. Por nuestra parte, preferimos sólo llamar la aten- 
ción del lector sobre este aspecto y no recurrir al calificativo abs - 
tracto . 

Los varios conjuntos a los cuales se aplican con ventaja las ideas 
y métodos de esta teorfa general pueden estar constituidos no s6lo por 
ntimeros, o por puntos en el sentido de la geometrfa elemental, como 
un cuadrado o un cfrculo, sino también por funciones o por otros con- 
juntos, etc. 

Ejemplo 2. Una buena parte del álgebra elemental se dedica al es- 
tudio de las propiedades del conjunto de los polinomios. Los elementos 
de este conjunto son las funciones de la forma 

a 0 + a x x +.. . + a n x 

donde a 0 , a lf . . ., a n y la variable independiente X son ndmeros reales 
(o complejos, conforme sea el caso). 

Ejemplo 3. En geometría elemental, trn plano P se concibe como 
un conjunto de puntos. Además de este conjunto P, también interviene 
en las consideraciones geométricas el conjunto B de las rectas del pla- 
no P. Este conjunto R posee la particularidad de que sus elementos son 
también conjuntos. Vemosasf que un conjunto puede aparecer de modo 
natural como elemento opunto de otro conjunto: en este caso, cada rec- 
ta del plano P es un elemento P de todas las rectas de P. 

Desde ya se aconseja al lector a habituarse a considerar a los 
conjuntos como elementos o puntos de otros conjuntos, pues en cons- 
trucciones importantes (como las de espacio cociente, grupo cociente, 
etc. ) que se encontrarán más adelante, la falta de un recurso tan ele- 
mental dificultarfa la comprensiôn de las mismas. 

E1 signo de igualdad se utìlizará siempre en el sentido usual dees- 
ta noci6n; esto es, escribiremos X ~ y para indicar que los sfmbolos x 



e y designan al mismo elemento. También se hará uso de una flecha => 
para indicar implicación en el sentido de la lógica. Asf, por ejemplo, 
sì x, y y z fueran números reales, escribiremos 

x<y=*x + z<y + z 

para indicar que la primera desigualdad implica la segunda. De acuer- 
do con la convención de inversión de sfmbolos, podemos tambìén es- 
cribir 


x<y<:=x + z< y + z 

para indicar la implicación inversa. E1 empleo de la doble fecha per- 
mitirá indicar la equivaiencìa ae dos proposiciones. Asx, resumiendo 
las dos implicaciones anteriores, podemos escribìr 

x<y*>x + z<y + z 

A fin de amenizar el aspecto abstracto de ciertos raciocinios o de- 
finiciones es muy ótil representar a los conjuntos en consideración por 
medio de figuras o porciones de la recta o del plano (y, en algunos ca- 

sos, hasta por figuras imaginadas en el 
espacio tridimensional) (Fig. 1). Queda 
sobrentendido, entre tanto, que tales re- 
presentaciones gráficas no deben interfe- 
rir en las demostraciones y que tienen un 
propósito meramente ilustratìvo. 

Con frecuencìa un conjunto aparece 
definido por una condìción o grupo de con- 
dìciones que sus elementos deben satìs- 
facer. Se utilìzará la notacidn [jf; c(x)} 
para indicar al conjunto de todos los ele- 
mentos X que satisfacen la condición o 
grupo de condicxones c(x) queìnvolucra al 
elemento X. Por ejemplo, 

(«^ c , ^-1 = 0 } 

representa al conjunto de todos los ndmeros complejos que satisfacen 
la ecuación ^ - 1 = 0 o sea al conjunto de las raíces quintas de la 

unidad. 

Un conjunto definido por condicìones que no pueden ser satisfechas 
por nìngún elemento se dice vac€o y se representa por el sfmbolo 0. 
Por ejemplo, el conjunto siguiente 

[x; x € Z, 2x - 1 = 0} 

es vacfo, pues no hayningún entero racional x que satisfaga la ecuación 
2x - 1 = 0. E1 papel del concepto de conjunto vacfo en la teorfa de con- 
jxxntos es similar al del ndmero cero en aritmétìca. 

Los enteros naturales 0, 1, 2, . . . sirven para contar los elementos 

de los conjuntos finitoSy esto es, los conjuntos con un número finito de 




elementos. E1 ntîmero 0 indica la ausencìa de elementos pertenecien- 
tes al conjxinto; en otras palabras, un conjunto vacfo es considerado fi- 
nito. Algunos autores hacen una distìnción 16gica entre un elemento X 
y el conjunto que se reduce a ese elemento, estoes el conjunto formado 
por apenas el elemento X, y emplean el símbolo para denotar este 
conjunto. Nosotros, sin embargo, adoptaremos una actìtud más sim- 
plista y utilizaremos el mismo símbolo paradesìgnar tanto un elemen- 
to como al conjunto constibiido por s61o ese elemento 

i 2, SUBCONJUNTOS 

Dos conjuntos cualesquiera pueden ser comparados por la relaciun 
de inclusidn. Diremos que un conjunto X es una parte del conjunto o 
que X está contenido en / o variantes similares, si todo elemento per= 
teneciente a X también pertenece a Y, 

Escribiremos, entonces, X Y y dire- 
mos que ^ es un suboonjunto de Y o que 
Y es un supereonjunto de X (Fig. 2). 

Asf, en el ejemplo 1 del párrafo prece- 
dente, tenemosque NcZ, Z C Q, Q C R 
y RCC; tenemos también que Z, ^ N. 

La relaciÔn X c Y entre dos conjuntos se 
denomina relaeion de inelusión . Ella 
goza, entreotras, de las siguientes pro- 
piedades básicas: Fîg. 2 

Proposición 1, Cualesquiera que sean los conjuntos X , Y y Z> se 
tiene que: 

1 ) X cX; 

2) si X cz Y e Y Z, entonces X ci Z; 

3) si X Y e Y c: X ỳ entonces X ~ Y, 

Demostraci6n. La prìmera propïedad es consecuencia directa de 
la definición de inclusión. Establezcamos la segunda propiedad. Para 
mostrar que X <^Z, tenemos que probar que X € X implica X £ Z, Ahora 
bien, X € X implica X € Y t puesto que X c: Y, Además, X €7implica X € Z, 
pues Y como se querfa demostrar. La tercera propiedad es con- 

secuencia directa del concepto de conjunto ya presentado, de la defì- 
nici6n de inclusiôn y del sentido que atribuimos a la igualdad en el pá- 
rrafo anterior. QED 

Las propiedades de la inclusìôn, que acaban de establecerse, se 
denominan (respectivamente) propiedad refiexiva^ley transitiva y eri- 
terio de igualdad . Nótese la evidente analogía entre esas tres pro- 
piedades y las siguientes propiedades de orden entre los nûmeros rea- 
les: 



1) x < x; 

2) si X ^ y e y ^ jsr, entonces X ^ z; 

3) si X ^ y e y ^ X, entonces x - y 



Como se verá más adelante, existen ventajas en establecer tal pa- 
ralelo entre la ìnclusìón y el orden. Entre tanto, es necesario notar 
que esta analogïa no se puede llevar demasiado lejos. Por ejemplo, en 
el caso del orden entre números reales, sabemos que, dados X e y o 
X ^ y o bien y ^ X. En el caso de la inclusión no es cierto que, dados 
dos conjuntos X e ï, tenga que ser X c_ / 0 Y ^X. Basta tomar X como 
el conjunto de los enterospares e Y como el conjunto de los enteros ìm- 
pares. Algunos autores expresan este hecho dicìendo que la relación 
de ìnclusión es un orden paroial. 


Cabe notar que la propiedad 1) de la proposición precedente expresa 
que todo conjunto es parte de sí mismo, Por eso, se dìce que X es \in 
suboonjunto propio de Y siX ^Y, pero X^Y. Se escribe, entonces, X c Y. 
Así, en el ejemplo 1 del § 1 se tiene que N ^ Z. ^ 


Un conjunto vacfo está contenìdo sìempre en cualquìer otro conjun- 
to. En efecto, para mostrar que una inclusión X c Y es falsa, tenemos 
que (por la definición de ìnclusìón) exhìbir un elemento x € X tal que 
x £ Y . Por lo tanto, sì la inclusión 0 Y fuera falsa deberfa haber un 
elemento X € 0 tal que X ŷ. 7, lo que es absurdo, pues 0 es vacfo. Lue- 
go 0 ^ Y. Tenemos aquf un ejemplo de laactitudque adoptaremos --tan 
corriente en matemática-- y que consiste en considerar como ver- 
dadera o satisfecha toda proposición o condición cuya negación sea ab- 
surda. 


Todo conjunto X determìna otro conjunto @{X), a saber: el conjunto 
de todas las partes de X. Notemosque los elementos (o puntos) de &( X ) 
son las partes de X; o sea, Y € &(X) es sìnónimo de^ c X . Notemos tam- 
bién que el mìsmo X y su parte vacfa son elementos del conjunto @(X). 
He ahf otro ejemplo de la necesidad, ya mencionada a propósìto del 
ejemplo 3 del § 1, de consìderar conjuntos cuyos elementos son tam- 
bién compuestos. 


Ejercicio 

1) Demostrar que si X es un conjunto finito con n elementos, en- 
tonces &(X) es finito también y tiene 2 n elementos. 

§ 3. ALGEBRA DE CONJUNTOS 


E1 estudìo de las propiedades algebraicas de las operaciones de 
unión, ìntersección y complementacìón constituye la llamada dlgebra de 
oonjuntos 3 que posee notables analogfas formales con el álgebra de 
ciertas operaciones usadas en la lógica de las proposìcìones y estudìa- 
das por Boole. Más tarde volveremos sobre este punto. Por el mo- 
mento nos limitaremos a abordar los rudìmentos del álgebra de con- 
juntos, indìspensables para el presente capftulo. 

Llámase unión de dos conjuntos X e Y (y se representa por X U Y ) a 
la colección de los elementos que pertenecen por lo menos a uno de los 
dos conjuntos X e Y . La interseooiân de X e Y se define como la colec- 
ción de los elementos que pertenecen alavez a X y a Y, y se represen- 
ta por X fì Y. La diferenoia X - Y es el conjunto de todos los elementos 
que pertenecen a X t pero no a Y. Estas tres nociones son análogas a 
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Fig. 3 


la suma, producto y diferencia entre números del álgebra elemental y, 
por eso, algunos autores usan las notaciones X + Y f XY y X - Y para de- 
signarlas. Estas analogfas, entre tanto, no son suficientemente fuer- 
tes para ìmponer esta últìma notación. Además, existe (como veremos) 
una cierta dualidad entre las nociones de unión e interseccìón, que va- 
mos a intentar poner de manifiesto mediante el empleo de las notacio- 
nes U y fl. 


Ejemplo 1. Sean 


X 

- x € R, 0 ^ 

X < 2}. 

p Y 

= 

{j;; x € R , 

{segdn la 

notacìón ìntroducida en 

el § 

1). 

Entonces 


X \J Y 

= [x; 

* € 

R, 

0 s x < 3} 


x r\Y 

= !>; 

x € 

R, 

1 < X < 2} 


X - Y 

= [jc; 

x € 

R, 

OZX^ 1) 


Las nociones de uni6n e intersección se extìenden fácìlmente al ca- 
so de un ntímero finito nonulo Ti de conjuntos X\ t X 3 , . . . , X n , Se llama 
uni-ân de tales conjuntos al conjunto de los elementos que pertenecen 
a, por lo menos, uno de los conjuntos X± t Xq, . . . , X n . Estaunión se re- 
presenta por 


■^i U X 3 ... U o Ui=i^j o UA 


Análogamente, la xntersección es el conjunto de los elementos que 
pertenecen a todos los conjuntos X lt . . . , X n . Las siguientes notacio- 
nes se utilizan para denotar la intersección 

^n^n... n x n o o 



Fïg. k 


En el caso particular en que ¥ ^ X t la diferencia X - Y se denomina 
oomptemento de ¥ con respecto de X. Cuando el conjunto X en relación 

con el cual se calcula este complemento que- 
da sobrentendìdo, se acostumbra represen- *| 

tar X - ¥ por C^. Por ejemplo, el comple- 
mento del conjunto Û de los nómeros racio- 
nales en relación con el conjunto R de los 
números reales es el conjunto de los núme- 
ros irracionales. 

Se dice que dos partes son disjuntas 
cuando no existe ningún elemento comón a 
las mismas, o sea cuando su intersección 
es vacla. En el caso contrario, se dìce que 
las dos partes se tnterseoan. 

Entre las propiedades más útiles de la 
unìón y de la ìnterseccìón fìguran las sì- 
guientes: 

Proposici6n 1« Para cualesquiera conjuntos X t ¥ t Z t se tiene: 

i) x n (Y u Z) = (X n ¥) u (X n Z) t 

x u {¥ n z) = (X u ¥) n (x u z) t 

Z) X U ¥ = ¥ U x 9 

x n ¥ = ¥ r\x t 

3) X U (¥ U Z) = (X U ¥) U Z, 

x n {¥ n z) = (X n ¥) n z. 



4) ¥ aJC S i # y sólo si, X \J ¥ = X t 

x cr sif y sóio sì, x n ¥ = x. 



Demostración. Establezcamos la prìmera parte de la propiedad 1). 
En virtud del criterio de igualdad (proposicìón 1 § 2), debemos mostrar 
que 

zn(ry^)c(znr)u(^nz) y (X n u (x nz) cz n (Y n Z). 

Demostremos, pues, la primera inclusión. Sì 

t € x n (/ u z), 

entonces t€Z y t€(7 \j Z). Esta últìma parte puede desdoblarse en 
dos casos: t € Y o t € Z, Fijemos ideas suponiendo que t G Y . Como, 
entonces, t € X y t € Y , vemos que t € X 0 Y , de donde 

t € (x n 7) u (X n z), 

como queríamos obtener. E1 otro caso, t € Z, es perfectamente análo- 
go. Establezcamos ahora la segundaìnclusión. E1 raciocinio es exac- 
tamente el inverso del que acabamos de hacer. Si 

t € (x n Y) u (X n z) t 

entonces tÇ.XÏ\YotÇ.Xr\Z. Fijemos ideas suponiendo que t € X 0 /, 
o sea, t € X y t € Y . Ahora, t € Y implica t € Y (J Z, lo que con t € X t 
resulta 

t $ x n (Y [j z) 

como querfamos. E1 caso en que t € X V Z se trata de modo semejante, 
Queda asf establecìda la primera parte de 1). En la práctica se puede 
dar la siguiente disposición esquemátìca del racìocinio hecho: 

t Z X n (Y \J Z) t $x, t€Y\jZ<* 

t ex, t $Y t e x n y 

<=> t € (x n Y) u (X n z). 

t zx, t zz *> t e x n z 

E1 resto de la proposiciÓnpuede establecerse demodo perfectamen- 
te análogo y por eso se deja a cargo del lector. Observemos sólo 
que para demostrar la primeraparte de 3) puede preferirse establecer 
las siguientes relaciones dtiles: 

X U (YUZ) = XUYUZ 

(X UY)U Z = X U Y U Z 

De igual manera, la segunda parte de 3) es consecuencìa de 

x n (Y nz) = x n y nz 

(x n Y) nz = x n y n z . qed 

La propiedad expresada por 1) se llama tey dtstrtbut'iva» La pri- 
mera parte es la dìstrìbutividad de la intersección con relacìÓn a la 




unión y la segunda es la dìstributividad de launìón con relaciónala in- 
tersección. Recordemos a este respecto que en álgebra elemental la 
distributividad del producto con respecto a la suma se expresa por 

X •(r +2) = X -r +JC -z 

de donde se deduce la prìmera parte de 1) mediante la sustìtucìón de + 
por U y de • por H, y la segunda parte sustituyendo + por H y • por U. 
De allf el nombre de tey distribut'ùva. Las propiedades expresadas por 
2) y 3) se denominan, respectivamente, tey eonmutativa y iey asociati- 
va, de nuevo por analogía con las bien conocìdas conmutatividad y aso- 
ciatividad de la suma y del producto enálgebra eiemental. Finalmente, 
4) toma el nombre de tey de ábsoreión, pues ella muestra cómo, por 
unión o interseccìón, una parte puede absorber a otra. 

Consideremos un conjunto universal I con relación al cual se con- 
venga en tomar los complementos. Entre las propiedades más ótiles 
relativas al complemento fìguran las siguientes: 

Proposiciôn 2. Para cualesquiera conjuntos X t Y ^ I, se tiene: 


1) c{X u Y) = cx n cy, c{.x n /) = cx u cr, 

2) x n cx = 0, xucx = i, 

3) C(CX) = X, 9 


Demostración, La primera parte de 1) puede establecerse esque- 
máticamente del siguìente modo: 

t e C(X \J Y) * ÍÊ7, t £ X [j Y » 

« t £ l, t fLx, t fL Y » 

» t e CX, t € CY « 

» t € cx n CY. 

E1 resto de la proposicìón puede establecerse de modo perfectamente 
análogo y por eso se dejaacargo del lector. Las propiedades enume- 
radas en la proposición se denominan, respectivamente, tey de duali- 
dad, tey de eomptementaciSn y tey de invotución. QED 

Las propiedades de la unión, interseccìón y complemento enuncia- 
das en las proposiciones 1 y 2 son, en cierto sentido, las propiedades 
fvmdamentales de esas operaciones, o sea que no fueron escogidas me— 
ramente al acaso. La formulacidn exacta del sentido en el cual las re- 
feridas propiedades son realmente fundamentales requerirfa nociones 
de teorfa de reticulados y de álgebras de Boole que, por motivos meto- 
dológicos, preferimos discutìr más adelante. 

No es necesario poseer un agudo espfrìtu de observacìón para ad- 
vertìr, al examinar los enunciados de las proposicìones 1 y 2, la pre- 
sencìa de una duatidad. Tal dualidad salta a la vista tan fácilmente que 




nadie vacilarïa en formularla en los siguientes términos generales: 
"De toda igualdad válida entre conj\intos arbitrarìos se deduce otra fór- 
mula también válida, sìempre que se permuten los signos U y 0, se per- 
muten los conjuntos 0 y I y se conserve el signo C". No serfa tampoco 
diffcil prever que "de toda inclusidn válìda entre conjuntos arbitrarios, 
se deduce otra inclusìón también válìda, con tal que se permuten los dos 
miembrosyse proceda como en el caso de las igualdades". No es nues- 
tra intención precisar los conceptos de igualdad e inclusión válidos en- 
tre conjuntos arbitrarios para luego demostrar los dos principios de 
dualidad que acaban de ser enunciados --como serfa indispensable ha- 
cerlo desde el punto de vìsta del rigor estricto-- pues los mismos son 
lo suficìentemente claros para que no dejen duda en cuanto a su aplica- 
ción correcta. 


Ejercicios 


1) Establecer las siguientes propìedades: 


X\J0 = X, 

X u x = X, 

X^X u Y, 

xaz, y az « x u y <^z, 
xay * x u z ay u z, 
x n {X u Y) = x, 


x n 0 = 0, 
x n x = x, 
x n y c 

z ax, z ay » zaxny, 
x ar => xnzay nz, 
x u (x n y) = x. 


2) Establecer la siguiente ley de aort-e: 

XuZ = y U Z y xnz = Y nz equìvalen a X = Y. 


3) Establecer las siguientes propiedades, en las cuales el comple- 
mento se toma con respecto a un conjunto I. 

CQ = I C 1=0, 


X n y = 0 * xac y » Y acx, 

XuY=I*CYaX*CXaY. 


4) Demostrar la siguiente identidad: 

(x n Y) u (xncY) u (C xnY) u (cxncY) = i 

demostrando tambìén su signifìcado en un gráfico de los conjuntos X, Y 
e I. Escribir la identidad dual. 

5) Mostrar que la diferencia se expresa mediante la intersección y 
la complementaciôn por X - Y = X 0 C Y . 




§ 4. FUNCIONES 


La noción de función --formulada por Dìrichlet para satisfacer los 
requerìmientos de la teorfa de las serìes trigonométricas-- esla de 
una correspondencia que a cada número real le asocia otro número 
real. En matemática, entre tanto, ocurren otros tipos de correspon- 
dencia, en las cuales, por ejemplo, se asocìan números reales a fun- 
ciones o funciones a otras funciones, etc. Ea noción general de fun- 
ción, que asf se torna indìspensable introducir, difiere de la noción 
debida a Dirìchlet, en que las correspondencias consideradas no se lì- 
mìtan a asocìar números reales anómeros reales, sino que pueden ac- 
tuar entre los elementos de dos conjuntos de naturaleza cualquiera. 


Una función defìnida en el conjunto X con valores en el conjunto Y es 
una correspondencia que a cada punto de X le asocia un punto de Y, 
También se usan como sinónimos de "función de X en Y" los términos 

apl'ùcaeion o transformacion de X en 
Y. Si se designa una función me- 
diante una letra, / por ejemplo, se 
representarápor f(X), o simplemen- 
te f X, elvalor de / en el punto X € X; 
o sea, el punto de Y que correspon- 
de a X por /. E1 conjunto X recibe 
el nombre de domin'io de la función 
e Y es su contradominio, No se ex- 
cluye el caso en que los conjuntos X 
e Y coìncidan: en este caso, / se lla- 
ma una aplicación de X en sf mismo. 
Si se desea indicar el dominio o 
contradominio de la función, se es- 


ì 

/ \ 

■ i 

f ^ ^ 

i 
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crìbe / : X -* Y o X -* Y. Asimismo, 
es muy cómodo ìndìcar una funcìón mediante el simbolo X f (x) mos- 
trando el elementode / (x) que corresponde a X. Observemos que la no- 
ción de función / : X -* Y abarca dos conjuntos y una correspondencia. 
Por tanto, de acuerdo con el sentido atribuido en el § 1 a la noción de 
igualdad, dos funcìones / : X -* Y y /': X 1 Y* son ìg\xales si, y sólo si, 
X ~ X\ Y - Y l y f(x) = /'(^) cualquiera que sea JC € X. 


Ejemplo 1, La correspondencia dada por X *-* X 2 , o sea la que aso- 
cia a cada X € R su cuadrado / ^ R, define una fxxncìón con valores en 
R, donde R designa el conjxxnto de losnfimeros reales. De una manera 
general, toda función con valores en R, definida en R (o sólo en un sub- 
conjunto de R, como un intervalo), se denomìna función real de varia- 
ble reaZ. Este es el primer tipo de función que se encuentra en mate- 
mática elemental. La colección de todas las funcìones reales de variable 
real constituye un ejemplo importante de conjunto. 


Ejemplo 2. Indiquemos con C el conjunto de las funciones reales 
continuas en un intervalo cerrado acotado íd, ô] de R. La correspon- 

dencia que a cada fxxnción / 6 C le asocìa su ìntegral f(x) dx consti- 

tuye un ejemplo de fxxnción definida en C con valores en R. Para evitar 




el uso de expresiones como "laintegral es\ina funciôn de la función in- 
tegrada", que podrïa parecer confusa, se suele emplear el térmìno fun- 
oional en vez de función para designar correspondencias que asocìan 
números a funciones. Asf, la ìntegral es una funcional de la función 
integrada. 

Ejemplo 3. Consideremos el conjunto D de las funciones reales de 
variable real, derivables en R, y el conjunto F de las funcìones reales 
de variable real. La correspondencia / ►-» /' que a toda / € B asocia su 
derivada /' constituye un ejemplo de función defìnida en con valores 
en En este ejemplo y en algunas situaciones similares, se prefiere 
usar el término operador en vez de función para designar la correspon- 
dencia considerada. 

Se llama la atención del lector al hecho de que se usará el término 
funoïân para lo que, en la termìnología de otros autores, se denomina 
funciân unfvooa. Con esto no se excluyen las llamadas funciones pluri- 
vocas, ya que, en realidad, éstas se re- 
ducen a aquéllas. En efecto, sea / una 
función plurfvoca de xin conjunto X en un 
conjunto Y, esto es, \ina corresponden- 
cia que a cada x € X asocia varios pun- 
tos y € y. Para cada punto X 6 X repre- 
sentaremos por f {x) al conjunto de los 
puntos y £ Y que corresponden a X me- 
diante /. Entonces f(X) es un subcon- 
junto de Y y la funci^n plurfvoca / puede 
interpretarse como una funcìón unfvoca 
que a cada elemento X € X hace corres- 
ponder una parte f (X) c Y, o sea un ele- 
mento f(X) € &(ï), donde &(F) designa el 
conjunto de las partes de Y {véase ei § 

2). En otros términos, una función plu- 
rfvoca áe X en ï podrá ser definida co- 
mo una función de X en &(Y). 

Se dìjo ya que todo conjunto X 
da lugar a otro conjunto, a saber, 
a la coleccì6n^(vf) de todas las par- 
tes de X. En el caso de funcìones, 
cabe una observación parecida. Si 
X e Y designan dos conjuntos, pue- 
de ser útìl en tina situación deter- 
minada considerar el conjunto de 
todas las funciones definidas en X 
con valores en ït este conjunto to- 
tal de funciones se suele represen- 
tar por el símbolo Y* (el origen de 
esta notación se indica en el sub- 
siguiente ejercicio 1). 
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Se da el nombre de transfor- 
maaiân identidad de un conjunto X 
y se representa por la letra I, a 





la transformacìón de X en sf misma, que a cada punto X ^ X asocia el 
mismo x. Por tanto, I : X -» X es talque I(X) - x, para todo X € X. Así, 
en el caso del conjunto R de los números reales, la transformación 
identìdad de R es una función cuyo gráfico en el plano es la bisectrìz 

y = x. 

Si X e y designan dos conjuntos, toda funciÓn de X en Y que a todos 
los puntos de X asociaun mismo punto de Y se dice constante. En otras 
palabras, sì b fuese un punto de Y, la función de X en Y que a cada pun- 
to X € X asocìa el punto b recibe el nombre de funoiân constante y se 
representa por el mismo símbolo b. Luego, b : X -* Y es tal que b(x) = 
= b para todo x € X. 

Ejercic io 

1) Las funciones de un conjunto finito X de m elementos en otro 
conjunto finito Y de 71 elementos constìtuyen un conjunto finito de 7l m ele- 
mentos. (De aqui la notación ya indicada, Y . ) 

§ 5* IMAGENES DIRECTAS E INVERSAS 

Se acostumbra tambìén dar el nombre de conjunto de definición al 
dominio X de una función f : X -* Y. Se llama conjunto de valores de / a 



Fig. 9 

la colección de puntos y € Y para los cuales existe por lo menos un pun- 
to x £ X tal que f(x) = y; o como también se acostumbra decir, al con- 
junto de los puntos de la forma f(x), X € X, E1 conjunto de los valores 
es una parte o subconjunto del contradominio Y y puede coincidir o no 
con este contradominìo. Asf, en el ejemplo 1 del párrafo precedente, 
la función X x de R en R tiene como conjunto de sus valores al con- 
junto R+ de los números reales no negativos, que es una parte propia 
del contradominio R. Por otro lado, el conjunto de los valores de la 
función definida por la correspondencia descrita en el ejemplo 2 coin- 
cide con el contradomìnìo R: en efecto, todo número real k es igual a 
la integral de, por lo menos, una función real continua en ía, 2?]; basta 
tomar la función constante k / (b - a), siempre que C / fi. 

E1 hecho de que el conjunto de los valores de una funcìón sea una 
parte propia de su contradominìo se traduce en que, en cierto sentido. 



el contradomìnio es innecesariamente amplio para el tipo de corres- 
pondencia que define la funciôn. Asf, en el caso del ejemplo 1 ante- 
rior, es perfectamente claro a pr'ùori. que basta considerar la corres- 
pondencìa X »-* X entre R y R+ en vez de entre R y R. En el caso del 
ejemplo 3 del párrafo anterior, un teorema de Darboux permite mos- 
trar que el conjunto de valores de la operación de derivación es una 
parte propia de F, más no es tan fácil caracterizar a priori, tal conjun- 
to de valores. En los cursos de cálculo infinitesìmal se acostumbra 
referirse a las funciones que pertenecen al conjunto de valores de la 
operación de derivación como funciones que "poseen primitiva". 

Se dice que una función / î X -* ï es sobre Y o suryeotiva o que / es 
una suryeGCÌân cuando su conjunto de valores coìncide con el contrado- 
mìnio X; o sea, cuando para todo y € Y existe, por lo menos, un x € X 
tal que f[x)= y. 

Sì A X y f : X -* Y es unafunción, se denomìna imagen direota de A 
por / al conjunto de los valores que / toma en A t o sea, al conjunto de 
los puntos y € Y para los cuales exìste, por lo menos, un X € A tal que 
y— f{x). Esta imagen dìrecta se representa por f{A), Notemos que la 



imagen dìrecta f{X) de X coincide con el conjunto de los valores de / 
definido anteriormente. Por lo tanto, la condìción de que / : X -* Y sea 
sobre X puede expresarse por la igualdad f {X) = /. Observemos asi- 
mismo que f{A) c Y y también que f{A) cl f{X). La ìmagen directa de la 
parte de X reducida a un punto X € X es la parte de X reducida al punto 
f{xy t de ahf que al punto f{x) también se le llama imagen dìrecta de X . 

Si B c: Y f se da el nombre de imagen inversa de B por / al conjunto 
de puntos X € X cuyas imágenes directas f{x) pertenecen a B. Esta ima- 
gen inversa se representa por / {B). Notemos que siempre / (T) = X 

dado que todo punto X € X tiene su imagen directa f{x) en ï. Observe- 
mos también que / (B) ^X. 

Una diferencia relacionada con el caso de las imágenes directas es 
la siguiente. Sì se considera una parte de ï reducìda a un punto y, su 
imagen inversa / {y) t o sea el conjunto de los puntos X € X tales que 
y— f{X) t puede ser vacfa o no y, en este últìmo caso, puede consistir 
de uno o más elementos. Para que /”* x (2/) no sea vacfa es necesario y 
sufìciente que y pertenezca al conjiinto de los valores f{X)\ en efecto, la 
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existencia de por lo menos un X € f~^(y) equìvale a la existencia de por 
lo menos un X tal que y= f(x), A tftulo de aclaración, se mencionan 
los sìguientes ejemplos. En el caso de la función X X de R en R, la 
imagen inversa de cada y € R puede dar lugar a los siguientes casos: 
1) si y > 0, esta imagen inversa consiste de dos puntos + /y, -J~ŷ\ 2) si 
y — 0, la imagen inversa consiste sólo del número 0; 3)sì y < 0 su ima- 
gen inversa es vacía. En el caso delejemplo 3 del párrafo precedente, 
si f designa una función que posee primitiva, esto es, si / pertenece al 
conjunto de los valores de la operación de derivación, cada funcìón per- 
teneciente a la imagen ìnversa de / por esta operación, o sea cada fun- 
ción cuya derivada es igual a / se denomina primitiva de / y se repre- 

senta por J f(x)dx, Como es sabido, la ìmagen inversa de / consiste 

de todas las funciones de la forma J f (x)dx + c, esto es, toda primitiva 

de / es la suma de una primitiva particular de / con una constante ar- 
bitraria. 


Asi como el estudio de las imágenes directas conduce a la noción 
de función suryectiva, el estudio de las imágenes inversas lleva a la 
noción de función biunivoca, que pasaremos a definir. Existe una 
cierta dualidad entre la noción de función sobre y la de función biunf- 
voca, pero no nos detendremos aquf para formularla explfcìtamente; 
el lector atento podrá ciertamente notarla (especialmente en los enun- 
ciados de los ejercicios subsiguientes). 


x 



t 

f(x. 

I 


X 


Se dice que una función f • X -* Y es 
biunivooa o inyeotiva } o que / es una in~ 
yeooiôn àoXen ï sì para todo par de pun- 
tos dìstintos de X sus imágenes directas 
son distìntas. En términos de la noción 
de ìmagen ìnversa, la inyectividad de /: 
i X Y se expresa diciendo que para todo 
y € Y t la imagen inversa f~ X (y) contiene a 
lo más un punto (esto es, o consiste 
de un punto o es vacfa). En efecto, si 
/ fuera inyectiva y X, X x € / ^(y ), en- 
tonces / (x) - y t f (X 1 ) = y, de donde 

f(X) = f (x x ), lo que implìca que X = X x , 
o sea que / -1 ( V) no puede contener dos 
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puntos distintos. Recïprocamente, si cada f^iy) contuviera a lo máxi- 
mo un punto y tuviéramos X ^ X 1 , entonces debiéramos tener f[x) ^ f(x '), 
puesto que, en caso contrario, con y - f{x) - f(X l ), tendríamos X, X' € 
€ / _1 (y), lo que exigiría que X = X '. 

Adviértase que la noción de función biunívoca o inyectìva como fue 
definida aquf no exige que la función sea sobre su contradomìnìo, a 
diferencia de lo que acostumbran algunos autores. De acuerdo, enton- 
ces, con la terminologfa que preferimos seguir, diremos funoiân biu~ 
nïvooa sobre cada vez que tal fuera el caso, Una función biunfvoca de 
X sobre Y se denominará también oorrespondenoia biunivooa entre X e 
y, Resumiendo, por razones de clarìdad, tenemos, por una parte, el 
caso general de las aplicaciones biunfvocas (o inyectivas) de X en 
X y, por la otra, el caso particular de las aplicacíones bi\mfvocas de X 
sobre Y o, equìvalentemente, las correspondencias biunfvocas entre X e 

r. 


Asocìada a toda función biunfvoca / : X -* Y de X sobre Y existe su 
funcìón ìnversa que pasaremos a definìr. Dada una función / : X Y, 
hemos visto ya que / (y) contiene, por lo menos, un punto para todo 
y € Y si, y sÓlo si, / es sobre Y; y, además de esto, / (y) contiene a lo 
máximo un punto para todo y € Y si, y sólo si, / es biunfvoca (o inyec- 
tiva). Combìnando estas dos observaciones vemos que f~*(y) se reduce 
a un punto para todo y € Y si, y sólo si, / es biunfvoca sobre Y. De 
acuerdo con una convenci6n general (§ 1), se representará por /“ (y) 
al punto al que el conjunto /~ 1 (y) se reduce; la función / _1 : Y — X, que 
a cada punto y € Y asocia el punto f~ X (y) € / se denomina funoiân in- 
versa de la función dada. Esta notación sólo tiene sentido en el caso 
de una función biunívoca sobre. La función inversa f~*(y):Y X es 
biunivoca de Y sobre X. En efecto, si y, y x € Y e y / y x , entonces 
/ _1 (y) ^ f" l (y ì ) r ya que si escribimos / _1 (y) -X y Z" 1 (ï/' ) = X 1 ten- 
dremos y~ f (x) e y l = f(x') y, entonces, X - X x implicarfa y - y x , luego 
/ -1 es biunfvoca (o inyectiva) en X. Además, dado cualguier X € X, po- 
niendo y— f (X) se obtiene un punto y € Y tal que X € / ( y) t o sea X = 
— f (y)» luego / es sobre X. Como todafuncìón biunfvoca de su domi- 
nio sobre su contradominio, f~ x i Y -> X posee una funcióninversa (Z -1 )” 1 : 
: X -» /, y no presenta dificultad alguna verificar que ésta coincide con 
la propia funciôn / : X -* Y. Easnociones de función biunfvoca y función 
inversa son suficìentemente conocidas en matemática elemental; por 
ejemplo, la funci6n exponencìal X *-* e* definida de R sobre el conjunto 
de los números reales > 0 y la funcìôn logaritmo X t-* log x definìda de 
este último conjxonto sobre R son ambas biunfvocas sobre y una la in- 
versa de la otra. 

Se da el nombre de permutaoiân de un conjunto X a toda aplìcación 
biunfvoca de X sobre sf mismo. A toda permutación corresponde una 
permutación inversa. Una invoiución es una permutaciôn que coincide 
con su propia ìnversa. Por ejemplo, la aplicación de R en R definida 
por X i-* ax + b, donde a ^ 0, es una permutacidn de R. Su ìnversa es 
la aplicaciôn X (X - b)ja. No presenta dificultad alguna verificar 
que la aplicaciÔn dada es una involuciôn s61o en los dos casos siguien- 
tes: a = - 1 o a = 1, 2?=0. Otro ejemplo: si I fuese un conjunto cual- 
quîera, la aplicación X *-* CX que a toda parte.^ c: I asocia su comple- 
mento en I constituye una permutación de @(I) que es una involución. 



E1 estudio de las imágenes directas e ìnversas hecho en este párra- 
fo se repetirá más adelante para el caso de los homomorfismos entre 
grupos, anillos, etc., donde se podrá obtener importante informacìón 
adicional dada la mayor riqueza de las estructuras. 


Ejsrcícíos 


1) Una funcìón contìnua / ï R -* R es sobre R si, y sólo si, / es ili- 
mitada (no acotada) tanto inferiormente como superìormente. Si / fue- 
se el cociente de dos polinomios, esta condición se verifica sì, y sólo 
si, el grado del numerador menos el del denominador es un número en- 
tero impar positivo. 


2) Sea / : X -» Y una función. 
A ^A'- => f(A) c: f(A'), 

f(A U A') = f(A) U f(A'), 

3) Sea f : X -* Y una función. 

r 2 (B n B') 


Probar que 

B^B' =» r*{B) C / J (£'), 

U B<) = r*(B) u /-‘(B'). 

Se tiene 

í^(B) n r í (B '). 


En el caso de las imágenes dìrectas sólo se cumple una inclusión: 


f(A nA') <=Lf(A) n f(A'). 


Para que la ìgualdad 


f(A c\A') = f (A) n f(A') 

sea válida cualesquiera que sean A y A' es necesario y suficiente que / 
sea inyectiva en X, 

4) Sea / : X -* Y una función. Se tiene 

r\CB) = C / J (5) 


Para que 


f(CA) = Cf(A) 

sea válida para todo A es necesario y suficiente que / sea biunívoca de 
X sobre Y. 

5) Sea / : X -* Y una funcìón. Se tiene /(0) = 0 y, más precìsamen- 
te, f(A)= 0 si, ysólo si, 4 = 0. Se tiene también /“^(^) = 0 y, más 
precisamente, f~~(B) = 0 si, y sólo si, B 0 f (X) = 0. Además de esto, 

/-*(£)= / J {s n /(/)). 

§ 6. TUNCIONES COMPUESTAS 


Uno de los modos de combinar funciones, ya considerado en ma- 
temática elemental, consiste en aplicar una función después de la otra; 



de esta manera se introducen los conceptos de funaión de funaiân o de 
funaiôn aompuesta, segdn que lasfuncìones consideradas sean de una o 
más variables reales o complejas. Como se verá más adelante en la 
sección sobre los productos cartesianos, las funciones de varias varìa- 
bles pueden concebirse como funciones de una variable, y tal distinción 
entre los conceptos de f\mcì6n de función y de función compuesta, in- 
troducida por motivos didácticos, pasará a ser ìnnecesaria. 

Por otra parte, en la teorfa elemental de las permutaciones se de- 
fine un produato de dos permutaciones del mismo grupo de letras efec- 
tuando una permutación después de la otra. Finalmente, en varìas 
situaciones geométricas es común estudiar el efecto del producto de 
dos transformaciones (o sea, la aplicacìón consecutiva de las mismas) 
sobre las figuras a fìn de probar hechos, como: "el producto de dos 
transformacìones proyectivas es también una transformacìón proyec- 
tiva". 

Algunos aspectos comunes a esos casos pueden ser condensados en 
el estudio de la noción general de producto de dos funcìones. Consìde- 
remos, en efecto, dos funciones / : X Y y g \ Y Z, tales que el con- 
tradomìnio de la primera coincide con el dominìo de la segunda. Por 
la primera función, a todo elemento x € X le corresponde el elemento 
f(x) € /. Además, a todo elemento y € Y le corresponde por la 
segunda función, el elemento Q(y) € Z\ en particular, al elemento y = 
= f (X) € Y le corresponderá, por la seg\inda fxmción, el elemento Q(y)~ 
= Q(f(x)) € Z. Haciendo corresponder directamente a todo elemento x € 
€ A el elemento QÍf(x)ì, definimos una función de X en Z que se repre- 
sentará por Qf : X -» Z. Esta función es tal que 

(Qf)(x) = QÍf(x) 3 para X € X. 

Obsérvese el aspecto de ley asocìatìva de esta ecuacìón. Se dice que 
gf : X -* Z es una funaiSn de funaiones o, de preferencia, que Qf es una 
funcìón aompuesta o produato de f\X-*YygxY-*Z en este orden, 
cuando Qf : X -* Z ha sìdo obtenidaa partir de/ iX-*YygiY-*Z por el 
proceso descrito antes. 

En el caso particular en que X = Z y, por tanto, / :X-*Yyg:Y^>X 
actóan en dìreccìones opuestas, tìene sentido no sólo formar la función 
compuesta Qf : X -* X, dado que el contradominìo de / y el dominio de Q 
coinciden, sino que también puede formarse la funcìón compuesta fQ : 
: Y -* Y definida por 


(/C)(2/> = / r íe , (^)3 para ytï 

pues el contradominìo de Q y el dominio de / también coinciden. En 
virtud del sentido atribuido a la igualdad de funciones (§ 4), es conve- 
niente averiguar si gf : X -* X y fg Y -* Y son igxiales en el caso en que 
X = Y, o sea en que / : X - X y Q : X - X son ambas transformaciones del 
conjunto X en sf mismo. Es necesario, por tanto, notar que Qf : X — X 
y ÍQ : X — X pueden no ser ìguales; esto es, el orden en que se efectúe 
el producto puede afectar el resultado. Cuando Qf = fg, o sea cuando 

0Í/(•*)] = fÍQ(x)ì para todo x € X, 



X 



Fig. 13 


se dice que f y Q Gonmutan. Es éste un primer y rápido contacto con 
los llamados sìstemas no conmutativos 3 cuya consideración por razones 
de simplicidad se descuida en álgebra elemental, pero que constituyen 
un tema central de estudìo en álgebra moderna. 

Ejernplo 1. Consideremos las funciones de R en R defìnidas por / : 

: x *- + X y g i x *-* 6 X . Las funciones de R en R obtenìdas por la com- 
posición de éstas en los dos órdcnes posibles son gf i X *-* G^ y fg z 19 

: X *-* G ; luego, las funciones dadas no conmutan. En realidad, no es 
necesario considerar las funciones exponenciales, etc. , para dar un 
ejemplo de no conmutatividad: ia condicìón para que dos funciones li- 
neales X clx + p y x bx + q, de R en R, conmuten es que (Q - l)ç = 

= (b - 1)-P> y basta escoger cuatro coeficientes que no cumplan esta 
ìgualdad para obtener el ejemplo deseado. 

Ejemplo 2. Consideremos en un plano P, un punto fijo c. Dado un 
ángulo a, -°° < a < += 0 ^ consideremos la rotación C a del plano P en tor- 
no de c con ángulo a, o sea la correspondencìa que asocìa a todo punto 
X £ P el punto y= C & (x) € P tal que angfojç, óy) = a y dist(c, x) = 

= dist(c, y) si X ï c, y al punto c se asocìa el propio c. Cada c a es una 
función de P en P. E1 producto de dos tales rotaciones c a y c b , en este 
orden, es la rotación C a + b , o sea C b c a = C a+b , lo que en mayor detalle 
sìgnifica que c b {c a (^)3 = c &+b (x) para X £ P. Permutando los papeles de 
a Y b se tiene asimismo que C a c b = c a+b , lo que implica que C a C b = C b C a , 



Fig. 14 




o sea que dos rotaciones del plano en torno a un mismo punto sìempre 
conmutan. 

Ejemplo 3, Consìderemos el conjunto D de las funciones reales de 
variable real infìnitamente dìferenciables en R. A cada función / € D 
asociemos la funciôn g definida por g{x) - J* f (x) dx m Represente- 
mos por t ï D -* D la correspondencìa asf definìda: t(f) = g, Análoga- 
mente, a cada función Ç £ D asociemos la funcìón / € D defìnida por f(x) = 
= dg(x)/dx. Representemos por d iD -» D la correspondencìa asf defìnida: 
d(g) = /. Entonces dt :D -* D es la transformación identidad de D, 
mientras que td ;D -* D es "casi" la transformación identidad de D f 
pues a cada g € D corresponde la función t{d(g)} — / tal que /(X) — 

= 9(X) - p(0). 

A continuacìÓn vamos a establecer algunas propiedades bastante 
sencillas de la nocìónde producto de funcìones. Conviene observar que 
no se excluìrá el caso en que se tenga igualdad de los conjuntos que 
constituyen los dominios y contradominios de las funciones menciona- 
das, como será realmente lo que sucede cuando se considere el grupo 
de las permutaciones de un conjunto, 

Proposición 1. SifiW-*X, QiX — YyhîY—£ son tres funciones, 
entonces las funciones h(gf ) y (hg)f de W en Z son iguales. 

Demostración, Comencemos notando que los productos gf ; W -* Y y 
hg ; X -* Z tìenen sentido, puesto que el contradominio de / es igua.1 al 
dominio de g y el contradominio de Q es igual al dominio de h. Por 
motìvos similares, los productos h(gf) : W -» Z y (hg)f : W -* Z también 
tienen sentìdo. Estos últimos productos poseen el mismo dominìo y 
contradominio, y para establecer su igualdad basta demostrar que 

C h(gS)ì(w) = C para todo w € W. 


Ahora, 


= h[(gf)(w)} = h[gíf(w )]} 

CPifir)/3(«>) = (hg)[f(w)} = híg[f(w)}'), 

lo que establece la igualdad deseada. QED 

La proposición anterior expresa la llamada tey asootattva del pro- 
ducto de funciones. Por ella es posible definir sin ambìguedad el pro- 
ducto hgf ; W Z como la funcìôn h(gf) ; W -* Z o la función (hg)f : W -» Z, 
La extensión al caso del producto de un número finito de funciones es 
inmediata. 

Proposición 2. Si/ ; X -* Y es una función e I : ^ es la trans- 

formación ìdentidad de X , entonces fl = /, estoes, las funcìones / : 
: X -* Y y / 1 : X -* Y son iguales. Análogamente, si I : Y -* Y es la trans- 
formación ìdentidad de Y t entonces If — /. 

Demostración. Como el contradomìnio de I : X X y el dominio de 
/ : X -» Y son iguales, tìene sentido el producto / 1 : X -» Y . Ahora bien 



{fl){x) = f{I{x )} = f{x) 


para todo X € X ỳ lo que prueba la igualdad fl~ f. De forma análoga se 
obtìene la igualdad If = /. QED 

La proposición que acaba de demostrarse expresa, simplemente, 
que las transformaciones identidad desempefían el papel de unidad en 
relación con el producto de funciones. Conviene entretanto resaltar 
que, con el mismo sfmbolo I, se ìndican las varias transformaciones 
ìdentidad; en particular, en las ecuaciones /1 = / e If = / del enuncia- 
do de la proposición tenemos en realidad dos transformaciones distin- 
tas, a menos que X = Y , 

^ Proposición 3. Si / : X -* I es una funcìón bìxinfvoca de X sobre Y y 
/ : Y -» X es su función inversa, entonces Z" 1 / - I y ff~ 1= I, esto es, 

/“ 1 / : X — X y // _1 : Y -* Y son iguales a I:X-*X e IîY-*Y, respecti- 
vamente. 

Recïprocamente, si / : X — Y y g : Y -* X son dos funciones tales que 
Çf : X -* X y fg : Y -* Y son las transformacìones identidad de X e Y, res- 
pectìvamente, entonces / : X -* Y es una función biunfvoca de X sobre Y, 
cuya inversa es igual a g : Y -* X, 

Demostraciôn. Comencemos estableciendo la prìmera ^parte del 
enuncìado. Es claro que tìene sentido efectuar el producto f~ f : X -» X. 
Tenemos 


(/ - 1 /)(X) = f'Hfix)) 

para todo X € X t por la defìnición de producto. Ahora, escrìbìendo /(.*;) = 
= y, vemos que, por la definición de función inversa, f" 1 ^ ) = X. Luego, 

U'^fHx) = x = I{X), 

lo que prueba la igualdad /“ X f — I. La demostración de la ìgualdad Z/" 1 = 
= I es análoga. 

Establezcamos ahora la segundaparte del enunciado. Es claro que 
los productos Qf :X-*XyfgzY-*Y tìenen sentido. Comencemos de- 
mostrando que la función / esìnyectìva en X. En efecto, consideremos 
dos puntos cualesquìera X, X ' £ X t tales que X î X x . Como, por hipóte- 
sìs, gf = I, tenemos 

gíf{x)ì = x y gíf{x')} = 

Esto implica f(x) ì f {x' ), dado que f{x) = f {x' ) implicarïa x = X' , lo que 
está en contra de nuestra hipótesis. Luego, / es ìnyectiva en X. Pa- 
semos ahora a mostrar que la función / es sobre 7. En efecto, consi- 
deremos un punto cualquiera 2/6 7. Como, por hipótesis, fg = 1, te- 
nemos 

= v. 

escribiendo, entonces, X = Q{y), obtenemos un punto X € X tal que f{x)~ 
~ y Y* P or tanto, / es sobre Y. Este mismo razonamiento muestra que 



g = r 1 , puesto que de f(X) = V y del hecho de que / posee una función 
inversa Z" 1 % Y X {pues / es biunívoca de X sobre Y) concluimos que 
/“ 1 (2/)“Jf, y como Q{y) — X, se tiene que Q{y) ~ (p) para todo V € ï, lo 
que concluye la prueba. QED 

Notemos que en la segunda parte del enunciado de la proposìcìón 3, 
los papeles de las funciones / y g son totalmente simétricosy, por con- 
siguiente, es lícito concluir que Q : ¥ -* X es biunfvoca de Y sobre X y tie- 
ne a f : X -* Y como a su inversa. 

Esta proposición muestra que las condiciones / -1 / — I y //” 1= I ca- 
racterizan a la ìnversa /" de / en el sentido de que las condiciones 
gf=Iyfg=I implican que f* 1 existe y es igual a g. Adviértase que 
una sola de estas condiciones no basta para caracterizar a la inversa. 
Asf, en el ejemplo 3 de este párrafo, se tiene dt = I f pero td ^ I; e n 
este ejemplo ni d ni t poseen inversa, pues aunque d sea sobre D, & no 
es inyectìva enX’tdado que dosfunciones distintas pueden tener la mis- 
ma derivada) y, aunque t sea inyectìva en ¥ t t no es sobre ¥) (dadoque 
el conjunto de los valores de t está formado por los elementos de X) que 
se anulan en el punto 0). 

En lo que sigue tendremos varias oportunidades de emplear la se- 
gunda parte de la proposición 3, a fin de establecer una "identidad" en- 
tre conceptos distintos, tal como la que existe entre los conceptos de 
relacìón de equivalencia y de partición, etc. 

Proposiciôn 4. Sean f : X Y y g i Y Z dos funciones. Si / y g 
son inyectivas en X e Y, respectìvamente, entonces gf es inyectìva en 
X. Anáiogamente, si / y Q son sobre Y y Z respectivamente, entonces 
gf es sobre Z. 

Demostraciôn, Supongamos que / y Q son inyectivas. Si x r X 1 € X t x ^ 
Ý x', entonces f (x) / /(Jff'), dado aue / es invectiva en Se sigue que 
gif(x)ì í gí /(Jff')) , pues g es inyectiva en Y, o sea (gf ) {#) f (fQ) (^')» lo 
que establece la ìnyectividad de gf en X. 

Supongamos ahora que / y Q son sobre o suryectivas. Dado z € Z 
existe por lo menos un V ^ Y tal que g(V) ~ 2, dado que g es sobre Z. 
Obtenido este y € Y existe por lo menos un X € X tal que /(#) = 2/, dado 
que / es sobre Y. Luego ?{/(.*)] = 2, o sea, (gf) (X) = Z , lo que impli- 
ca que gf es sobre Z. QED 

Proposición 5, Sean / \X-*YyQ\ Y-*Z dos funciones. Si / : 

í Y -> X y çT 1 : Z - Y existen, entonces exìste ( gfT 1 : Z -* X y (gf ) _1 = 

= r l r. 

Demostracion. La ìnversa de una función existe sólo en el caso en 
que ésta sea biunfvoca sobre (§ 5). En virtud de la proposiciôn ante- 
rior vemos que la exìstencia de /”* y Q~ implica la existencia de (gf) . 
Además de esto, 

x = ( gfT x (z) * (gf) (x) = z gíf(x)ì = z « f(x) = g _í (z) ® 


» x = r 1 [g- l (z)ì * x = (r 1 íT 1 ) (z) 




lo que prueba que (gf ) _1 = Z" 1 #" 1 . QED 
Ejercicios 

1) Sea / ; X -+ Y una funcìón. Para todo A c-X t se tiene 

A ar l tf(A)h 

Para que la siguìente igualdad valga para todo A 

a = r x is(A )} 

es necesario y sufìciente que / sea inyectiva en X. Análogamente, 

/Cr l (S)} 

para cualquier B ^ Y. Para que sea válida la siguìente ìgualdad cual- 
quiera que sea B f 

S{r í [B)'] = B 

es necesario y suficiente que / sea sobre Y, 

2) Sean X f Y yZ tres conjuntos. 

a) Dadas dos fiinciones g : Y -* Z y h : X -* Z f para que exista por lo 
menos una función / : X Y p tal que h = gf f es necesario y suficìente 
que 

h(X) c g(Y), 

Para que / sea única es necesario y sufìciente que / sea inyectìva en Y, 

b) Dadas dos funciones / ;X-+Yyh;Y-*Z f para que exista por lo 
menos una función g : Y -» Z f tal que h = gf , es necesarìo y suficiente 
que 

f(x) = f(x ') => h(x) = h(x '), 

esto es, si los valores de / en dos puntos de X son iguales, entonces 
los valores de h en los mismos puntos también son iguales. Para 
que g sea Ûnica es necesario y sufìciente que / sea sobre Y, 

3) Sea / : X -* X una función. Definamos /° = I f f X = /, / 3 = //, y 
de un modo más general, / n = Z/ 11 "* 1 ^ =1, 2, . . . ), donde I : X -* X es la 
función ìdentidad de X, Sì exïste un entero n ^ 2 tal que / n = I f enton- 
ces / es unapermutacìón de X y / -1 = /““ . En particular, para que / : 
: X — X sea una involución, es necesario y sufìciente que f — I. 

4) Sean / ;X^Yyg;Y~*Z dos funciones y gf : X -» Z su producto. 
Cualesquiera que sean A <^X y 0 <^Z f se tiene 


w){A) = gis(A)], (gsr\o) = rHrV)}. 



§ 7. RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


En matemática elemental se encuentran de modo natural varios 
ejemplos importantes de "relaoiones bvnari-as” 3 esto es, de relaciones 
entre dos elementos cualesquiera de un mismo conjunto tomados en un 
cìerto orden, que se distinguen por gozar de las propiedades reflexiva, 
simétrica y transitiva. Mencionemos algunos casos que son famìliares 
al lector. 

Ejemplo 1„ Consideremos un conjunto E, La relación de igualdad 
X = y , donde X, y € E, es una relación bìnaria en E, esto es, una rela- 
cìón entre elementos X e y de E considerados en este orden, que goza 
de las siguìentes propiedades: 


X = X, 

x = y =» y = x, 
x = y,y = z=>x = z. 

Ejemplo 2„ Consideremos un plano euclideano P y el conjunto P de 
las rectas de P. La relación de paralelismo X / / y, donde x, V € B, es 
una relacidn bìnarìa en P tal que 

xf/x, 

x//y=> y//x, 

x/ /y, y/lz => x//z. 

Ejemplo 3. Consideremos un plano euclìdeano P y el conjunto S de 
los segmentos orìentados de P. La relación de equipolencia X y , don- 
de Jf, y ^ S (que se define como válida en los dos casos siguientes: 1) x 
e y no son nulos y tienen la misma dirección, el mìsmo sentido y la 
misma longitud; 2) X e y son nulos) constituye una relación binaria en S 
que posee las siguientes propìedades: 


x ^ x. 


x ** y y x, 
x y, y =- z => x ^ z. 

Además de esta relacìón en S, se acos- 
tumbra considerar también la relaciÓn de 
equipolencia restringìda (definida como 
antes, sa*vo que, en el caso 1, se sustìtu- 
y e elrequisito de que x e y tengan lamis- 
ma dirección por la condición de que X e y tengan el mismo punto de 
apoyo), la cual goza también de las tres propìedades anteriores. Estas 
dos relacìones son ìndispensables, como se sabe, en la presentación de 
los conceptos de vector lìbre y vector deslizante. 





Ejemplo 4* Consideremos la relación de congruencia en el conjun- 
to Z de los números enteros racionales, yaestudiada en aritmética. Dos 
enteros x t y € Z son congruentes módulop, donde p es un entero natu- 
ral, cuando x - y es un múltìplo de p. Escribimos, entonces, x = y 
{mÓd. p). Si consideramos un p fijo, la congruencia módulo p consti- 
tuye una relación bìnarìa en Z, la cual, como es sabido, goza de las 
propiedades siguientes: 


x = x (rnód. p), 

X = y (mód. p) ^ y = x (mód. p), 

X = y (mód. p), y = Z (mód. p) => x = z (mód. p) t 

De esta manera queda definida una relación binaria en Z para cada p. 
La congruencia módulo 0 es la propia relacidn de igualdad. Dos ele- 
mentos cualesquiera de Z son siempre congruentes módulo 1. 

Los ejemplos que se acaban de mostrar justifìcarfan la introduc- 
cìón de la noción general de relación de equivalencia, aun si no exìs- 
tieran tambìén otros temas en matemática donde las consideraciones 
que haremos en torno de esta noción encuentran aplicación. Conside- 
remos un conjunto E. Una vehao'iôn de equ'ivaiena'Ìa en E es una relación 
binaria en E que goza de las propiedades reflexiva, simétrica y transì- 
tiva. En general, se bará uso del sfmbolo y se escribirá X ~ y (leer 
equivale a y’ ,x ) paraindicar que los elementos X. y E guardan entre 
sf la relacìón consìderada. Las propiedades de la relación de equiva- 
lencia son las sìguientes: 

e 1 . x ~ x, 

e 3 . x ~ y y ~ x , 

e 3 . x ~ y, y ~ z x ~ z. 

En circunstancias especiales, como en los ejemplos ìndìcados arriba, 
se usan otros sfmbolos, tales como =, % R, etc. , y otras denomina- 
ciones, tales como congruencia, equipolencìa, etc. , para denotar una 
relación de equivalencia. 

La noción de relación de equivalencia nunca debe ser dìsociada de 
la noción de partición, pues, como se verá más adelante, exìste una 
conexión sìmple, pero importante, entre las dos. Una part'ic'ion de un 
conjunto E es una colecciÓn P de conjuntos, cadauno de los cuales reci- 
be el nombre de componente de la particìón, tales que: 

p 1 . toda componente es un subconjunto no vacfo de E; 

p 3 . todo elemento de E pertenece a una, y sÓlo una, componente. 

Nótese que p 2 implicaque dos componentes o son disjuntas o coìnci- 
den, 

Con el fin de aclarar de inmediato esta nocìón se mencionan los 
ejemplos siguientes. 



Ejemplo 5. Consideremos los conjxmtos E, A u A a , . . ., A a (n 1) 
que satisfacen las siguientes propiedades: 

a. A t ï 0 (1 £ i £ 71); b. E = A x U A a U . . . A„; c. H A ,= 0 (1 £ t, J £ 
s n; t f j). 



^ P - 1). Los conjuntos 
en P elementos. 


Estos conjuntos A u A g , . . ., A^ constituyen 
una partìcìón de E en n componentes, pues 
pora, y b. todo ^ es un subconjunto no va- 
cjfo de E, y por b. y c. todo punto de E per- 
tenece a un, y sdlo a un, A t . Asf, si con- 
sideráramos al conjunto de los enteros 
racìonales y estuvìéramos interesados en 
los varios residuos que la divisiÓn por un 
p ^ 1 fijo pudìera dejar, nos inclinarfamos 
a agrupar en un mismo conjunto Ztalos en- 
teros de la forma hp + i, o sea, a los que 
dejan resìduo i en la divisìón por p (0 * t ^ 
Zo, Zi, . . . , Zp_i constituyen una particìón de Z 


Ejemplo 6* Consideremosun plano euclideano P y unadireccìÓn fi- 
ja d en P. La colección P& de todas las rectas de P que tiene dìreccìón 
d constìtuye una partìción de P en una ìnfinidad de componentes. En 
efecto, cada una de tales rectas es una parte no vacfa de P. Además 
de esto, todo punto de P pertenece a una, y sólo a una, recta de direc- 
cìón d. 


Pasemos ahora a establecer la conexìón que existe entre los con- 
ceptos de relación de equivalencìa y de partición. 

Froposición 1. Dada una partìción P de un conjunto E, si x ~ y se 
define por la condicìÓn de que los elementos x e V de E pertenezcan a la 
mìsma componente de P , se obtiene una relacìón de equivalencìa en E, 

Demostración. Por definición, escribiremos x ~ y paraindicar que 
existe una componente A de la partìción tal que x € A, y € A. Ahora, 
dado x € E t por p 3 existe una componente A de la particìón tal que x € A 

y, entonces, x € A, x G A muestra que X~ 
~ X , lo que prueba e 1 . Supongamos, ahora, 
que x~y t esto es, que exìsta una compo- 
nente A tal que X € A, y € A. Como, enton- 
ces, y € A, x € A, vemos que y ~ x y, por 
consiguiente, se satisface e 2 . Fìnalmente, 
supongamos que x ~ y e y ~ z. Como x ~ y 
exìste una componente A tal que X € A, y ÇA, 
y como y~z exìste otra componente A' tal 
que y € A x , z € A % . Si se observa que y € A, 
y € A 1 , a partir de P 3 concluìmos que A = A'. 
Luego s € A 1 = A y, entonces, x € A, z € A 
implica X~z t lo que prueba e 3 . QED 

De este modo queda establecldo que toda partición de un conjunto 
determina una relación de equivalencia en elmismo, la cual se dice que 



es aaoQÌada a la partìción. Asf, en el caso de la partición de Z indìca- 
da en el ejemplo 5, la relaciónde equivalencia asociada es precisamen- 
te la congruencia móduloi?. En efecto, X~y sìgnìfica, por definìción, 
que X e V pertenecen a un mìsmo Z t , o sea que x e y tìenen el mismo 
residuo t cuando son divididos por p } o lo que es lo mismo, que x - 
- y es un múltiplo de p, esto es X = y (mód. p). 

Antes de enunciar la proposicìón 2, que es una especie de recïpro- 
ca de la que acabamos de establecer, vamos a introducir el concepto 

de clase de equivalencia. Consideremos un 
conjunto E y una relacìón de equivalencia 
en E. Llamamos olase de equïvalenû'ía de 
un elemento X € E alconjuntode los elemen- 
tos y €E tales que x~y. Usaremos siem- 
pre las notaciones \_X~\ o X para represen- 
tarla clase de equivalencia de X. Notemos 
que X € [jc] pues, por e l , x ~ x. Notemos 
tambìén que x~y si, y sólo si, [jíJ : = [ y~\. 
En efecto, supongamos que X ~y. Si Z € 
€ [jí], entonces X~ z. Ya que y ~ X y X ~ z, 
se tiene que y ~ 2, de donde se sigue que 
Z € lo que prueba \x\ c \y~\. De for- 

ma análoga, \y~\ c [x\, de donde [jp] = \y~\, 
Recfprocamente, si \x\ ~ [j/], como y € 
€ lyl, vemos que y € \x\, de donde se tìe- 
ne x ~y. 

Proposición 2, Dados un conjunto E y una relación de equivalencia 
en E, sus clases de equìvalencia constituyen las componentes de una 
partición de E. 

Demostraciôn. Toda clase de equivalencìa [je] es, por definicìón, 
un subconjunto de E, el cual, además de esto, no es vacío; esto ultìrno 
resulta de que X € [jc]. Luego, p 1 queda satisfecha, Esta misma re- 
lacìón X G [x] muestra que todo elemento x de E pertenece a, por lo 
menos, una clase de equivalencia [x’i. Sólo queda demostrar que cual- 
quier clase de equìvalencia \y\ que contenga a X debe ser igual a \_x\. 
Ahora, X € \_y~\ significa que y ~ X, lo que equìvale a [jc] ;= íy\. Luego, 
p 3 queda satìsfecha. QED 

De este modo queda establecido que toda relación de equìvalencia en 
un conjunto determina una partìcìón del mismo, que se dìce asociada 
a la relacìón. Asf, si pensamos en la congruencia módulo p ^ 1 como 
una relación de eqiiìvalencia en Z, laparticidn asocìada a esta relacidn 
es precisamente la descrita en el ejemplo 5. En efecto, X = y (mód. 
p) es sinónìmo de que X e y tienen elmismo residuo cuando se los dìvì- 
de por p; o sea la clase de equìvalencia de x es el conjunto de los y que 
tienen el mismo residuo que X en esta dìvìsìón. Como los residuos po- 
sibles son 0 , 1 , . . ., p - 1 , vemos que las clases de equivalencìa posi- 
bles son Zo. Z 1# . . ., Zp_ x , 

E1 caso del ejemplo 2 da lugar a observaciones más interesantes. 
En cursos elementales de geometrfa se define la dirección de una rec- 
ta X en un plano euclideano P como lo que tienen de eomún con x todas 
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las rectas del plano que le son paralelas. Es claro, sìn embargo, que 
la expresión "lo que tienen de comûn" no pasa de serun recurso de len- 
guaje que puede ser usado con éxito, en este caso y en algunos otros 
análogos, para transmitir una idea ìntuitiva como la de dirección, Em- 
pero, si tuviéramos más apego a la preocupación de formular los va- 
rios conceptos matemáticos en términos de las nocìones de conjunto y 
funciÓn, se vuelve necesario definir dirección de otro modo. iQué 
hay de común a dos rectas paralelas? La relación de paralelismo es, 
por sobre todo, una relación de equivalencia. Se dijo ya que en una re- 
lación de equìvalencia dos elementos son equivalentes sì, y sólo si, 
ellos determinan la misma clase de equivalencìa. En particular, dos 
rectas de P son paralelas si, y sólo si, mediante la relacìón de parale- 
lisrrio, determinan ia misma clase en el conjunto fí de las rectas de P. 
Luego, lo que dos rectas paraleias tienen en comun es su clase de 
equivalencia. Por tanto, dentro del espfrìtu de economfa de los con- 
ceptos prìmitìvos de la matemática, se define la dirección de una rec- 
ta X como su clase de equivalencìa [jff] en fí: la dirección de una recta 
es, entonces, un cierto conjunto. 

Las observaciones hechas arriba pueden aplicarse también al ejem- 
plo 3 de este párrafo. En vez entonces de definir un vector libre como 
lo que hay de eornun entre un segmento orientado y todos los que le son 
equipolentes, es más adecuado definirlo como la clase de equivalencìa 
en el conjunto S de todos los segmentos orientados, clase ésta relativa 
a la relación de equipolencia. E1 vectorlibre de un segmento orientado 
X es, entonces, laclase Lx~\ que X determina. Comentarios análogos se 
aplican a la relación de equìpolencia restringida a los vectores desli- 
zantes. 

Ejercicios 

1) Dado el conjunto E, seanP(E) el conjunto de las partes de E y 
fí{E) el conjunto de las relaciones de equivalencìa en E. Las proposi- 
ciones 1 y 2 del § 7 definen dos aplicacìones r : P{E) -* fí{E) y e : fí{E) -* 

P{E). Probar que pr = I y rp = Z, esto es r y p son una inversa de la 
otra. 

2) Sea p{r>) el número de las particìones posibles de un conjunto fi- 
nìto con 71 elementos (o también, el número de las relaciones de equi- 
valencia posibles en tal conjunto). Hallarun método de cálculo por re- 
currencia para p{7l). 

§ 8. ESPACIOS COCIENTES 

Uno de los modos más usuales de definìr una relaciónde equìvalencia 
en un conjunto E, cuando E es el dominio de una cierta función, consis- 
te en considerar dos puntos de E como equivalentes siempre y cuando 
la función asuma el mismo valor en ambos puntos. En efecto: 

Proposiciôn 1, Dada una funcìón f : E — F ỳ sì definimos, dados X , 
y € E, x~y cuando f{x)~ f{y), obtenemos una relacìón de equivalencia 
en E. 

Demostración. Se tiene X ~ x t pues f{x) = f(x). Sï x ~y, esto es, 
si f{x) = f (y ), entonces f(y) = f (X ), y en tal caso y ~ x. Por último, sì 



X ~ y e y — z, esto es, sì / (J?) = f{y) y f{y) *= f{z) t entonces, f{X) = f{z), 
y en tal caso X ~ z. Se sigue pues que la relación definida en E es de 
equivalencia. QED 

Toda función determìna, entonces, en su dominio, una relacìón de 
equivalencia, que se diceasociada a la función. Por ejemplo, si consi- 
deramos el conjunto Z, un entero fijo p ^ 1 y una función r p : Z -♦N qne 
a cada X € Z asocia su residuo X-p(x) cuando es dividido por p, entonces 
la relación de equivalencia definida por X~y, si r p (jc) = T v {y), es pre- 
cìsamente la congruencia módulo p. Otro ejemploï si consideramos la 
función de R en R definìdapor X *-* x pj , la relación de equivaiencia X ~ y 
en R, dada por X z = y z , es aquella en la cual cada X í 0 es equìvalente 
sólo a/y a - Jî, y/ = 0 es equivalente sólo a 0. Tercer ejemplo: sì 
consideramos la operación de derivación (pág. 12 ), la relación de equi- 
valencia/'—g' en D definida por/'=: Q x es aquélla por la cual dos funcio- 
nes son equivalentes cuando difieren por una constante. 


Cabe ahora naturalmente preguntarse sobre la validez de una pro- 
posición recfproca a la anterior. Más explícitamente, dados un con- 
junto E y una relacìón de equivalencìa en E, i se puede siempre encontrar 
una cierta función / : E -» F, cuyo dominio sea ^ y cuya relación de equi- 
valencia asociada sea exactamente la dada? La nocìón bastante sencì- 
lla de espacìo cociente, que se ìntroducirá con el objeto de mostrar 
que tal recíproca es verdadera, encontrará suaplicacìón en variospun- 
tos importantes de la matemática, en especial en las construcciones 
destinadas a establecer la existencia de determinados tìpos de siste- 
mas. 


Examinemos un conjunto E, en el cual está dada una relación de equi- 
valencia B. Cada punto X de E determina una clase de equivalencia. Si 
se hace variar X en E y se consideran todas las clases de equivalencia que 
asf se obtienen, se tendrá, por la proposición 2 del párrafo precedente, 
una cierta partìcìón d e E. Se denominará espao'ùo ooc-iente de E por la 
relación de equivalencia fì al conjunto cuyos elementos son las clases 
de equivalencia de E, Este espacio cociente se representará por E/B, 
Los elementos de E/B son, entonces, ciertas partes de E, a saber: las 
partes de E que aparecen como clases de equivalencia de los elementos 
de E", en otros términos, E/fi ^-^{E). Por ejemplo, en el caso de la fi- 
gura 19 , si consideramos la relacìón de equivalencia B que da lugar a 
la partición de E en las cuatro componentes indicadas, el espacio co- 

ciente E/B consistìrá de cuatro elementos, 
a saber: los conjuntos A lr As, A 3 y A 4 . De 
■A-, modo análogo, el espacìo cociente de Z por 
A la relación de congruencia módulo í ^ 1 

2 fijo consiste de p elementos, a saber: los 
-43 conjuntos Z 0 , Z lt . . . , Z H , pues éstos cons- 
tituyen las varias componentes de la partì- 
4 ción asociada a la congruencia módulo p 
(pág. 27). E1 espacìo cociente del conjunto 
S de los segmentos orientados por la rela- 
ciónde equìpolencia (pág. 24) es el conjunto 
de los vectores libres (pág. 28) del plano. 



Es importante cuando se considerael espacio cociente, que se pien- 
se en la llamada pToyeeeión natural de E en E/R. Todo eiemento X € E 



pertenece a una, y sólo a una, clase de equivalencia x. Ahora bien, 
por la definición de espacìo cociente, x es un elemento del mismo. Si 
consideramos la correspondencia de E en E/R que a cada x € i?asocia 
su clase de equivalencìa x €E/Jì t tenemos definida una funcìón tt ; E -* 
-*E/R f la cual denominamos proyección natural de E en el espacio co- 
ciente. Notemos, explfcìtamente, que 

TTpe) = x para todo x € E, 

Por ejemplo, en el caso de la fìgura 19, tenemos 

tt(o) = ì 4 3 , TT(h) = A a , rr(c) = A 9t etc.; 

análogamente, en el caso de la congruencia módulo p = 3 en Z, tene- 
mos 


tt(6) “ Zo, tt{8) — Zg, tt( 4) — Zi, etc. 

Tras presentar los conceptos de espacìo cociente y proyección na- 
tural, cabe ahora presentar como recfproca a la proposìcìón 1 la si- 
guiente: 

Proposición 2. Dados un conjunto E y una relaciÓn de equivalencia 
R en E, la proyección natural TT: E-* E/R es una función de E sobre E/R t 
que determina en E precisamente la relacìón de equivalencia R. 

Demostracion. Vamos a probar que tt es sobre E/R, Todo elemen- 
to A € E/R es, por defìnicìón, la clase de equivalencìa X de algún ele- 
mento x € E, o séa A = x = tt(x), como deseábamos. Además, por la 
definición de relación de equivalencia asociada a una función, dos ele- 
mentos x t y € E son considerados como equivalentes por la relación de 
equivalencia en E asociada a tt, si tt(jc) = rr (y), o sea, X = y, lo que sig- 
nìfìca (pág. 29) que x e y son equivalentes según R. Esto muestra que 
la relación de equìvalencia determinada en E por la función tt coincide 
con la relación R dada. QED 

Vamos ahora a establecer una tercera proposición que, en cierto 
sentìdo, relaciona las sitToaciones descrìtas en las dos proposìciones 
anteriores y muestra cómo mediante una correspondencia biunfvoca 
t, bien determinada entre F y E/R, se puede pasar de / : EF a TT : 
: E -» E/R, Convìene recalcar que en la proposicìón siguiente la funcìón 
/ es sobre. 

Froposición 3, Dada unafunción / : E -*■ F de E sobre F ỳ considere- 
mos la relación de equivalencia R que / determina en E y la proyección 
natural tt : E -* E/R, Existe, entonces, una, y sólo una, función t ; F -* 
E/R tal que TT = tf, Tal función i es biunfvoca de F sobre E/R y, pa- 
ra todo t 6 F r se tiene t(t) = f~^(t), 

Demostrac ion. Comencemos probando que si x € E f t € F y t — 
~ f(x) ỳ entonces X = f~ x (t). En efecto. 


y€x « x~y « f{x) = f(y) « t = f{y) « y € f~\t) 




lo que establece X = f~\t ). Luego, para todo t € E, se tiene /" X (t) € 
€ .5’//?; en efecto, / es sobre i' 1 , entonces exìste por lo menos un X € E 
tal que t = /(Jff), de donde / - 1 (t) = # € Asf, es evidente que pode- 

mos definìr una función t : F~* E/B. escribìendo t(t) = / 1 {t), para t € 
€ Z’. Esta funcìón es sobre E/R, 

O-O' 

\ / 


De hecho, todo elemento A € E/R es unaclase de equivalencia X para al- 

gún X £ E. Por consiguìente, si ponemos t = / (Jí), vemos que A ~ X ~ 

= / -1 (t) = t(t), como querfamos. Además, t es ìnyectìva en /, pues si 

t $ t 1 € F, t ^ t 1 , y tuviésemos t(t)=t(t' ), esto es, /"" x (t) = / -1 (t l ) , 

usando el hecho de que / es sobre F y escogìendo un Jí en ^ tal que f(x) = 
= t, esto es 



X e /“'(*) = r 1 ^'). 

tendrfamos también /{JC) = t', donde t = t', lo que contradice la supo- 
sìcidn. 

Probemos ahora que tt = tt. Dado x £E cualquiera y escribiendo 
t = /(Jí), se tiene 


3 = t(í) = r ! (í) = X = TÍ(X) 


como se deseaba. 

Resta probar la unìcidad de t i F -* E/R tal que tt = t /. Para ello, 
consideremos una función j i F ~* E/R tal que tambìén tt = J/. Dado t € 
€ F cualquiera, existe por lo menos un X 6 E r para el cual t = /(Jff) y, 
entonces, recurriendo a t/ = J/, vemos que 

tí/(*)3 = J'{/(^)1 o t(t) = j(t) 

lo que prueba realmente la ìgualdad entre t y j f como se afirmó. QED 

E1 proceso que consiste en pasar de un conjunto a su espacio co- 
ciente por medìo de una relación de equivalencia recibe elnombre de 
proceso de ident'if'ioao'iôn^ ya que en virtud del mismo dos elementos 
pertenecientes a una mismaclase de equivalencia pasan a ser identifi- 
cados con un único punto del espacio cociente. Este proceso es muy 
útil en geometrfa, A modo de ejemplo, se recordará que es posible 
V'isua'l'izar cìertas propìedades de unplano proyectìvo cuando selo supo- 
ne como la superficie de la esfera en el espacio euclideano tridimen- 
sional, en la cual todo punto es identifìcado con elpunto diametralmente 



opuesto. De este modo, laesfera resulta dividida en clases de equiva- 
lencia que constan de dospuntos. E1 plano proyectivo es, entonces, el 
espacio cociente de la esfera en virtud de tal relación. 

Ejercic ios 

1) Sean/ :E-*Fyf ì : E' -* F l dos funciones sobre F y F % que definen 

la misma relación de equivalencia en E. Existe, entonces, una, y sólo 
una, función t : F-* F' tal que/' = if. Tal función t es biunivoca de F 
sobre F 1 . Además de esto, si t 1 : -♦ F fuese una función tal que / = 

— t'/', entonces t e t 1 son una la inversa de la otra. 

2) Sean E y F dos conjuntos, en cadauno de los cuales está dada una 
relación de equivalencia. Si una función/ : E -* F es tal que 

x ~ y en E implica f {x) ~f(y)enF, 

entonces existe una, y sólo una, función Q : EjB -* FjS ỳ donde B y S son 
las relaciónes de equivalencia dadas en E y F $ tal que 


v if = 0 tt 2 , 


donde TTj. :F -+ // S y rr s : E -+ Ef B son las proyecciones naturales (Hi = TT a ). 

§ 9. PRODUCTOS CARTESIANOS FINITOS 

A Descartes se debe la introducción y el empleo sistemático de los 
sistemas de coordenadas en el estudio de cuestiones geométricas y el 
consecuente florecimiento de la geometrfa analftica. Aunque reciente- 
mente ésta ha sido reducida a proporciones adecuadas a fin de ceder 
lugar a los métodos invariantes 3 la idea de Descartes dejó una huella 
definitiva en matemática, a saber: el concepto de producto cartesiano . 
Como veremos, este concepto en su forma general constituye una 
instancia más de la noción de función. 

Si consideramos un plano euclideano P y un sistema de coordenadas 
Oxy en P, todo punto de P determinay queda completamente determina- 
do por sus coordenadas xey.de ahf la costumbre de sustituir un p^mto 

geométrico por el par ordenado (X, y) 
de sus coordenadas y decir, por ejem- 
plo, el punto (x, y), etc. Se aoostum- 
bra, asimismo, llevar más alla tal 
identificaciónentre los objetos geomé- 
tricos y sus coordenadas para, invir- 
tiendo los respectivos papeles, emplear 
estasúltimas en la definición de aqué- 
llos. Asf, en análisis matemático, 
después de definir el conjunto R de 
los números reales a partir del con- 
junto Q de losnúmeros racionales, por 
los métodos de Dedekind o de Cantor, 
se define un punto delplano euclideano 
R* como un par ordenado (x, y) de números reales x e y, siendo enton- 
ces R el conjunto de tales pares ordenados. En forma más general. 




se define también un punto delespacio euclideano R n de dimensión n co- 
mo una secuencia ordenada (.Xa, x%, . . . , Jín) de n números reales x±, 
Xa, . . . , y» entonces, R n es el conjunto de tales secuencias. La no- 
ción de producto cartesiano de un número finito de factores se infiere 
de forma similar a lo que se acaba de indicar para R 2 y R n sin la res- 
tricción de que Xas coordenadas tengan necesariamente un significado 
numérico. 

Empecemos considerando dos conjuntos E y F. Llamamos pToduoto 
oartesi-ano, o simplemente produoto, de E por E, representado por E x F, 
al conjunto cuyos elementos son los pares ordenados (X, y), esto es, 
los pares formados cada uno de ellos por los elementos X e y con- 
siderados en este orden, donde X € E e y € F. Los conjuntos E y F se 
denominan faotores; ^ es la primera ooordenada del punto (#, y) e y es 
su segunda ooordenada. Por consiguiente, de acuerdo con esta termi- 
nologfa, el plano R 3 es el producto cartesiano R X R de R por sf mis- 
mo. De manera general, se llama ouadrado oartesiano, o simplemente 
euadradOj del conjunto E, yse representa por F?, al producto E X E. Nó- 
tese que, en virtud del sentido atribuido a la noción de igualdad (pág. 
2 ) dos pares ordenados (x, y) y (x 1 , y 1 ) son iguales si, y sólo si, X — jd 
e y = y 1 . 

Existen dos funciones 

n E : E xF -> F 

asociadas al producto E X F. que se defi- 
nen del siguiente modo. La primera, que 
recibe el nombre de proyeooiân en E, es 
la correspondencia que a todo punto (x, y) 
de E x F asocia su coordenada x ào E, o 
sea, 

n E (Jí, y) = x; 

la segunda es la correspondencia que a todo (x, y) asocia su coordena- 
da y, 



(*,y) 


i 

E x F j 


L ™E 
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TTp(^» y) = y, 

de ahf el nombre de proyección en F. 

La generalización al caso de un número finito de factores esinme- 
diata. E1 producto oartes-íano de los conjuntos factores E x , E z , . . . , E n , 
en este orden, es eX conjunto que se representa por 

E x x Ez x ., , x/ n o H 1= i E^ o 

y cuyos elementos son las secuencias ordenadas (jq., J£®, . . . , Jt^), don- 
de Xi € E lf Xa € E%, . . . , E a . Cada x t recibe el nombre de t-ésima 
coordenada del punto respectivo. Para ser concisos, se acostumbra 
representar el punto (JCi, Xs,. . . , X ^) por (P£T t ), donde se sobrentiende que 
t toma los valores X, 2, . . . , n; o, aún más senciXXamente, por la mis- 
ma letra X que designa sus coordenadas: 




X — (Jí t ) — (jCi, Xg, . . . , JC n ). 


En el caso de que todos los factores sean iguales a un mismo conjunto 
E, el producto E x E x . . . x E (n veces) se denomina n-ês-ima, potenaia 
oartesiana de E, y se representa, entonces, por E 0 . Se aplicatambién 
a la noción de igualdad de secuencias la observación hecha en el caso 
n- 2. 


Además, asociadas al producto ÏI^j, existen n operaciones de pro- 
yección 


: E x x E 2 x .. . xE a - ^ (t - 1,2,...,- n), 

donde es una versión simplificada de la notación TT^, cada una de las 

cuales se define como la correspondencia que a cada punto del producto 
asocia su t-ésima coordenada: 

Vi{x) = si jc = (Jíâ, x 2 ,..., x a ). 

Ejemplo 1 0 En la práctica aparecen con frecuencia las siguientes 
potencias cartesianas: 

R n = espacio real euclideano de dimensión n; 

C B = espacio complejo euclideano de dimensión n; 

Z n = retfculo de dimensión n (Fig. 23); 

T a = toro de dimensión n, donde T es el conjunto de los números 
complejos de módulo 1. La denominación "toro" tiene el siguiente ori- 
gen. En el espacio euclideano tridimensional consideremos un eje E, 
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una circxmferencia 0 X con centro en E, cuyo plano sea perpendicular a 
E, y una circunferencia G u en \an plano que contiene a E yque ìntersecte 
a 0' en el punto 0 (Fig. 24). Mediante una rotación completa de 0 U al- 
rededor de E se obtiene la superficie S del bien conocido toro. Ahora 
bien, todo punto (M x , M u ) del producto cartesiano 0 X X 0 ,x t donde M x € 0 X 
y M u € £7", determinaun punto M de S de la siguiente forma: M es el punto 


alcual^" es llevado por la rotación de Q u alrededor de E, cuando se 
hace coincidir Q co n M'. Es claro que de este modo se establece una 
correspondencia biunfvoca entre elproducto cartesiano Q x X G " y el to- 
ro S. Conviene advertìr además que si se representan a los números 
complejos por los puntos del plano de Gauss (esto es, x + yt, donde x t 
V € R), T se representará por la circunferencìa con centro en el origen 
y de radio unidad. De ahf el nombre de toro dado aT * T y, P or exten- 
sión, a T°. E1 propio T recibe el nombre de toro unidimensional. 

La noción de producto cartesiano permite que se formule el concep- 
to del grâfioo de una función / : E -* F. Se da este nombre al conjunto 
G de los puntos del producto E X F que son de la forma (x, f{x)) t donde 
X varfa en E. Elgráfico de unafunción de E en F es, entonces, un cier- 
to subconjunto del producto E xPor ejemplo, el gráfico de la trans- 
formación identidad I : E -* E de un conjunto E es el subconjunto A del 
cuadrado E? formado por los puntos de la forma (Jff, Jf), donde x varfa en 
E. Este conjunto se denomina diagonat del cuadrado E?. 

Se llama funoiân de n variables a toda 
función/ : E -* F, cuyo dominio -fî’es un pro- 
ducto cartesiano de n conjuntos, esto es, 

E = Ei x E^ x . .. x E n . 

Si x = (x lt Xs ,. . . , X a ) designa un punto de 
E, elvalor/ (JC) de / en X también será in- 
dicado por/(Jq, x 2 ,. . . , Jí n ), como sugie- 
re la notación fx (pág. 11) y no por 
f({x lt x s , . . . , jqj))como sugerirfa la nota- 
ción f (x). Conviene de todas maneras no 
perder de vista que unafunción de n varia- 
bles no es más que una función de un elemento x de un producto carte- 
siano de n factores. Eséste el sentido en el cual toda función de varias 
variables jq, X ^,. . . , X^ debe ser pensada como una función de una va- 
riable x = (jf^, x s , . . . , x n ). Un caso de funciones de dos variables que 
va asurgircon frecuenciaes el de las composiciones binarias en un con- 
junto E. Se da tal nombre a toda función definida en E 3 con valores en 
E. Asf, por ejemplo, la correspondencia (Jf, y) x + y que a todo par 
ordenado de números reales asocia su suma, define una ley de compo- 
sición binaria en el conjunto R de los números reales. Análogamente, 
(jí, y) »-» xy define otra composición binaria en R. Otro ejemplo: con- 
sideremos un conjunto E y sea &(E) el conjunto de las partes de E, La 
correspondencia ( X , Y) ►-* X U X, que a todo par ordenado de subconjun- 
tos de E asocia su unión constituye una composición binaria en @(E). Lo 
mismo se aplica a la correspondencia (X, /) h* X fl Y. Tercer ejemplo: 
consideremos un conjunto E y sea Ef el conjunto de las funciones de E en 
E. Si/ : E — E y g ; E -» E designan dos de tales funciones, se puede 
siempre formar la función compuestag/ : E -» E y, entonces, la corres- 
pondencia Ìf , Q) »-* Qf constituye una composición binaria en Ef. 

Las observaciones precedentes se refieren al caso en que el domi- 
nio de una función es un producto cartesiano. Tratemos ahora el caso 
de funciones definidas en un conjunto E con valores en otro conjunto 



Fig. 25 





F = F x x F 2 x . . . x F n 

que se presenta como un producto de n factores F Xt F z ,. . . , F n . Si 

/1 : F -* F x , /3 : F — F z . f n :E~>F n 

designan n funciones, se puede, apartirde éstas, construir una función 
f i E -* F, a saber, la función que a cada punto X de E asocia el punto 


(f x(x), /a(otr). f n (x)) € F; 


o sea, se define/ por 

f(x) = (f x (x), f a (x),..., f n (x)). 

Tal función/ se denominaproducto cartesiano de las n funciones dadas 
y, entonces, se escribe 


/ — /1 x /a x . . . X/a 

Cada/j recibe el nombre de oomponente de/. Nótese que las com- 
ponentes de / se expresan por medio de esta función del siguiente mo- 
do: 

/1 = TTt/ (t = 1, 2, ... , n), 

donde n t : F x X F z X . . . X F n -* F\ indica la proyección enÌ'V En efecto, 

tt 4 Í f(x)} = f 2 (x), . . . , /„(*)) = /i(Jff) 

para todo x € E, como se querfa. Recfprocamente, toda función/ : E — 
-* F es el producto cartesiano de n componentes. En efecto, definamos 
/* = TT 4 /(t = 1, 2, . . . , n), Notemos que si V = (y x , y&, . . . , y a ) designa 
un punto cualquiera de F, entonces TTi (y) = y x y, por tanto, 

V = (TTi(y), TT 3 (2/) f . . . , TT n (j/)), 


donde 

f(x) = (T<if(X), T\ z f(x),..., TT tt /(jff)) = (f x (x), ft»(x), . . . , / n (Jff)) 

para todo X 6 E, lo que prueba / = /1 * /3 x • . • x / n . En particular, 
sean/ iR-'RyÉ? :R-*R dos funciones reales continuas de variable 
real. Su producto cartesiano es la función/ X g de R en R definida por 

t - (f(t), g(t)), t € r. 

Tal función/ X g constituye lo que se acostumbra denominar la repre- 
sentación paramétrica de una curva continua en el plano R . Asf, si 
consideramos las funciones t *-* cos t y t sen t, su producto carte- 
siano t »-* (cos t, sen t) representa la parametrización de una circun- 
ferencia en R . 

Observaciôn. Aunque se ha mencionado ya (págs. 1 y 28) que los 
conjuntos y las funciones debieran ser los dos elementos básicos en 





términos de los cuales se procurarfaformular las demás nociones, he- 
mos fallado ya a este respecto en dos puntos, a saber: en la presenta- 
ción del concepto de relación binaria (pág. 24) y en el de par ordenado 
(pág. 32) y, más generalmente, en el de secuencia ordenada (pág. 33). 
Es que, por ser las expresiones de relación binaria, par ordenado y 
secuencia ordenada muy expresivas, nos pareció aconsejable dejarhas- 
ta ahora los comentarios que siguen. 

Dar una secuencia ordenada X - {X\, Xa,. . . , Jí a ) consiste en indicar 
su primer término X\, su segundo término Xq, . . , , su 7'1-ésimo término 
X a . Si se representa por I a el conjunto finito 
constituido por los enteros 1, Z, . . . , n, la se- 
cuencia Jípuede ser interpretada como una fun- 
ción definida en elconjunto I a , función que pue- 
de llamarse X y cuyo valor en el punto t € J Bt 
que se indicapor X^ y no por x{t), se denomina 
t-ésima coordenada de X. En particular, \in 
par ordenado puede definirse como una función 
cuyo dominio es el conjunto constituido por los 
enteros 1 y 2, y cuyos valores de la función en 
los puntos 1 y 2 son el primero y el segundo ele- 
mento, respectivamente, del par ordenado. 

Habiendo formulado los conceptos de par ordenado y secuencia or- 
denada en términos de funciones, podemos definir un producto cartesia- 
no finito. 

riiEj — Ei x E% x . . . x E n 

como el conjunto de todas las funciones x definidas en cada una de 
las cuales está sujeta a la condición de que su valor x x en el punto t € 
€ J n pertenezca al conjunto E t . Un producto cartesiano finito entonces 
pasa a ser un conjunto de funciones. Es importante que se sefíale des- 
de ya que tal presentación de un producto cartesiano finito como un cier- 
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to conjunto de funcionesno es fruto de una obsesión por los conjuntos y 
funciones, sino más bien, al contrario, constituye una necesidad, pues, 
como se verá más adelante, es en esta forma que el concepto de pro- 
ducto cartesiano arbitrario --finito o infinito-- puede formularse de 
forma natural. 



Pasemos ahora al caso de las relaciones binarias. Consideremos 
el ejemplo 2 de la página 24. L.a relación de paralelismo en el conjun- 
to R de las rectas del plano P determina un subconjunto G del cuadrado 
R , denominado grâfi-eo de la relación, asaber: el conjunto de los pares 
ordenados (x, y) t donde x t y € R,y talesque x // y m Tal conjunto G t a su 
vez t determina la relación de paralelismo, pues dos rectas X t y € R 
guardan entre sf la relación de paralelismo si, y sólo si, (x t y) £ G. En 
vez, entonces, de pensar en que G queda definido por Xa relación de pa- 
ralelismo, podemos invertir los papeles, y suponiendo que G es dado, 
definir la relación de paralelismo como el propio conjunto G . Lo que 
acabamos de indicar en el caso de la relación de paralelismo se aplica 
también a cualquier otra relación binaria. Por consiguiente, se puede 
definir una relación binaria en un conjunto E como un subconjunto G del 
cuadrado E? y decir que dos elementos X t y € E guardan entre sf la re- 
lación considerada cuando (x t y) €G. Una relación de equivalencia en el 
conjunto E pasa entonces a ser definida como un subconjunto G del cua- 
drado É* tal que 

e\ (x t x) 6 G t 

e 3 . (x t y) € G => (y t jí) € G t 

e 3 . (x t y)ÏG t (y t z) 6 G * (x t z) SG, 

donde x t y t z € E (véase la pág. 25). Más aún, además de las relacio- 
nes binarias en un conjunto E, esto es, de las relaciones entre dos ele- 
mentos arbitrarios x t y en E t en las aplicaciones aparecen relaciones 
entre elementos de dos conjuntos E y F t esto es, relaciones entre ele- 
mentos arbitrarios X £ E t y € F (el caso de las relaciones binarias en E 
corresponde a E — F), Ejemplo: larelaciónde paralelismo entre elcon- 
junto de las rectas del espacio euclideano tridimensional y el conjunto 
de los pXanos de este espacio. Por las razones que se acaban de men- 
cionar, se puede definir una relaeión entre dos conjuntos E y F como un 
subconjunto de E X F. 

Las consideraciones precedentes muestran cómo se pueden introdu- 
cir Xos pares ordenados a partir de las funciones. Inversamente, el 
concepto de función puede formularse por medio de conjuntos y pares 
ordenados. En efecto, admitiendo estos dos últimos conceptos como 
primitivos, el producto cartesianoi? X ^de dos conjuntos E yF tiene sen- 
tido (pág. 33). Cabe entonces definir una función de E enF como el sub- 
conjunto G deX producto E X F que goza de la siguiente propiedad: para 
todo x € E existe uno, y sólo un, y € i^tal que (x t y) £ G. La idea es cla- 
ra: estamos definiendo una función por medio de su gráfico en vez de 
definir éste a partir de aquélla, como se hizo en la página 35. Resu- 
miendo: se ha visto que es indiferente tomar como conceptos primiti- 
vos los de conjunto y función, o los de conjunto y par ordenado. Los 
autores que adoptan la segunda alternativa explican su preferencia afir- 
mando que los conceptos primitivos de matemática son los de conjunto 
y orden. 

Ejercicios 

1) E1 producto cartesiano ^’X/’dedos conjuntos finitos de m y n ele- 
mentos es también finito ytiene ïïin elementos. Similarmente, para E x X 
X E 2 X . . . X E n . 




2) En álgebra elemental se establecen propiedades de suma, pro- 
ducto y potencia: 

xy = yx, = *V, {yzf = y*z\ (z*f = z*\ 

Si X e Y designan dos conjuntos, escribamos T paraindicar que exis- 
te por los menos una correspondencia bixinfvoca entre X e Y. Demos- 
trar que 

i x y =- y xx, z K+ï =- z* x z y , (Y x zf =- r x x (z y ) x 

donde X, Y y Z son conjuntos y, en la segunda relación, X e Y se asumen 
disjuntos y X + 7 representa U Y. 

3) Sean E, F y G tres conjuntos. Si A es una parte de E X F y B es 
una parte de F X G, definamos el producto ^Bcomo la parte de E X G for- 
mada por los pares (x, z) para cada uno de los cuales existe por lo me- 
nos un y tal que (Jí, y) € A y (y, jc) € B . Demostrar que este producto es 
asociativo y que las diagonales (pág. 35) actúan como unidad con res- 
pecto a tal producto. 

Además de esto, si A es una parte de E X F , definamos A' 1 como la 
parte de FxE formada por los pares (y , X) tales que (Jí, y) € A. Demos- 
trar que (BA ) -1 = A m ~ 1 ET 1 , donde el producto se entiende en el sentido 
mencionado arriba. 

4) Sea E un conjunto. Demostrar que una relación de equivalencia 
en E puede ser definida como una parte G del cuadrado -Ê 3 tal que 

A <zG, G ’ 1 = G, GG <zG, 

donde A es la diagonal de E? y G 2 , GG deben entenderse en el sentido del 
ejercicio anterior. 

§ 10. INDICES 

E1 presente párrafo sólo tiene por objeto mencionar un detalle de 
notación y terminologfa. 

Considérese una función/ : X -* T. En muchas situaciones es cos- 
tumbre representar el valor de la función / en el punto x € X por /* y 
no por/(JC), como se ha hecho hasta ahora. XJn caso tfpico es aquel en 
que el dominio X de la función considerada está constituida por números 
enteros. Cuando X es finito y consiste de los enteros 1, 2,. . . , n, la 
función / : X -> ï recibe el nombre de secuenaia (véase la observación 
al final del párrafo precedente), y entonces se representa por 

/l, /a, ... , / n) O (f x )U ! 

Cuando X es infinito y está constituido por los enteros 1, 2, . . . , n, . . . , 
la función/ : X Y se denomina suoeevân y se representa por 


/l, /a,..., /n,... ) o (/ x )?« 1. 



Además de los dos casosque se acaban de mencionar, existen otros 
en que se prefiere lanotación/ x a f (x) a fin de resaltar el papel mera- 
mente auxiliar o enumerativo de x. En tales situaciones se acostumbra 
dar el nombre de índice al elemento x que varfa en X, y al dominio X de 
la función se le llama el conjunto de 'Cndices . La propia función/ : X -* 
*“* Y recibe, entonces, el nombre de famitia de elementos de F, y pasa a 
ser representada por 


C/*x)x€ x 

o por otras notaciones como Çf x ) cuando no cabe dudade cuáles son los 
conjuntos X e ì . Por ejemplo, si a cada número real x le asociamos el 
intervalo 


A x = l-x 2 , x? + 1 ] 

de la recta R, tendremos asf una familia {A de intervalos de R. En 

general, se acostumbra emplear las letras i, J, a, \, etc. para las 
variables escritas en la posición de fndice. 

§ 11. UNIONES E INTERSECCIONES ARBITRARIAS 

Las nociones de unión e intersección presentadas en el § 3, páginas 
5-10, para el caso de un número finito de conjuntos, pueden extenderse 
sin dificultad al caso de un número infinito de conjuntos. 

Consideremos un conjunto E y sea Ú una colección de subconjuntos 
de E. Se llama unión de los elementos de Û, o más brevemente unión 
de Q , al conjunto de todos los elementos X € E que pertenecen a por lo 
menos uno de los conjuntos que constituyen la colección Cl . De forma 
análoga, la intersección de los miembros de Cl , o más brevemente la 
intersección de Q , es la colección de los elementos X € E que pertene- 
cen a todos los conjuntos que constituyen Ct. La unión e intersección de 
Q se representan por 


ua, r\a. 

Por ejemplo, dados un punto V y unacurva 0 enelespacio euclidea- 
no tridimensional, la superficie cónica de vértice V y directriz 0 es la 
unión de las semirrectas con origen en V y que se apoyan en 0. De 
igual modo, dados tres puntos en un plano euclideano, la intersección 
de los cfrculos del plano que contienen a estos puntos en su interior es 
el triángulo determinado por los mismos. 

Pasemos ahora a considerar un conjunto E y una familia (AT t ) lS , de 
subconjuntos de E, o sea una correspondencia que a todo elemento t de 
un cierto conjunto I asocia una parte X t de E. Se llama unión de la fa- 
milia (-^*)iei a la colección de los elementos X € E que pertenecen a uno 
de los conjuntos X^ por lo menos. La intersección se define como la co- 
lección de todos los elementos x € E que pertenecen a todos los conjun- 
tos X ít Tales unión e intersección se representan por 


Uie i-^i y 



o por notaciones similares, tales como Ut^i y siempre y cuando 

no hubiese duda sobre cuál es el conjunto I de los fndices. Por ejem- 
plo, en el caso de la familia (4 X ), mencionada al final de la secciónan- 
terior, la unión U*4 X es el propio conjunto R y la intersección 0*4* es el 
intervalo [0, l]. 

Cabe naturalmente la siguiente pregunta ^cuál es la diferencia, en 
las definiciones de arriba, entre los casos de una colección de conjun- 
tos y una familia de conjuntos? Tal diferencia, aunque pequeíïa, cons- 
siste en el hecho de que cuando consideramos una familia O'fihei de 
conjuntos, no excluimos el hecho de que a dos fndices distintos U. e t% 
pueda corresponder el mismo conjunto, esto es, X ix = X ÌQ o, como se 
acostumbra a decir, una familia no excluye la repetición de un mismo 
conjunto entre sus miembros; al contrario, en el caso de una colección 
todos los elementos son distintos. Esta diferencia, sin embargo, no 
tiene mayor importancia en la formación de uniones e intersección en 
virtud de que ^ U ^ = ^ y X Ç\ X =■ X . 

Ejercicios 

1) Establecer las siguientes leyes distributivas: 

X n Uje= Ujej (X H Y}) 

Plie x X x n U je i ~ U( i^j)e i x j(^i ^ ^ i) 

y sus duales que se obtienen permutando los signos de unión e intersec- 
ción. 

2) Establecer la siguiente ley de dualidad: 

C [Utei^i] = í\etCX t , 

y su dual que se obtiene permutando los signos de unión e intersección, 
donde los complementos se toman enrelación conun mismo conjunto E. 

3) Establecer las siguientes propiedades: 

U t e cf equivale a X x cz Y para todo t 1, 

X cc H Je jTj equivale a X cz T A para todo j € J. 

4) Si J ^ I, mostrar que 

Uie j-^ì c Uiei , ri te ,A t <—[ i l£ yì t . 

5) Si X L para todo t €J, establecer 

U t eiA c U t e,7 t , 

y su dual que se obtiene sustituyendo U por H. 

6) Demostrar la ley asociativa 

Uiei^i = U teT ÍUie » 
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y su dual, donde (J t)t£T designauna familia de subconjuntos de I tal que 

UteT (Jt) = I • 

7) Sean X lf Xs,. . . , . . . una sucesión de conjTxntos. Se Xlama ti- 

mite superior de la sucesión a la colección de los puntos que pertene- 
cen a un número infinito de miembros de la sucesión [X u J ; llamamosZ'f- 
m%te inferior a la colección de puntos que dejan de pertenecer sólo a un 
número finito de miembros de la sucesión. Establecer las siguientes 
fórmulas 


lim sup X n 

= n:^ 

n - “ 


lím inf X a 

= u: =1 


n — 00 


8) Sea/ ï E -> F una fiinción. Para cualquier familia ) t G i de sub- 
conjuntos de E se tiene 

/(UA) = u J(X V ), f(C\ t x % ) cn/^). 

En la segunda relación se cumple la igualdad si, y sólo si, la función 
es inyectiva. Análogamente, para toda familia de subconj\mtos 

de F t se tiene 

/ _ 1 (n,*,) = n,/ -1 ^,). 

§ 12. PRODUCTOS CARTESIANOS ARBITRARIOS 

E1 concepto de producto cartesiano de \in número finito de factores 
puede ser ampliado al caso de una familia arbitraria de factores del si- 
guiente modo. 

Consideremos una familia i de conjuntos, o seauna correspon- 

dencia que a cada elemento t asocia un conjunto E x . Inspirándonos 
en la definición de producto cartesiano finito indicada en la página 37» 
fijemos nuestra atención en las funciones x definidas en el conjunto 1, 
cada una de las cuales está sujeta a la condición de que su valor X x en 
el punto t € I debe pertenecer a E x , para todo l € I. La colección de 
tales íunciones se dcnominará produoto aartesiano de ta famitiade con- 
juntos y se representará por 

n ie tE % 

o por notaciones similares, tales como II Cada E x recibe el nom- 

bre de t-ésimo factor del producto. E1 valor X x de la función X en t € 
€ Z es conocido como i-ésima coordenada del punto x del producto. Se 
acostumbra representar un elemento X del producto por (^t) t ei» ° sim- 
plemente por (jc t ), siempre que convenga mencionar sus coordenadas 
X t . La igualdad de dos elementos del producto debe entenderse en el 
sentido ya mencionado para las funciones (pág. 11), o sea dos elemen- 
tos (JtTt) e (y x ) del producto son iguales si X t - y x , para todo t € I. 




En el caso particular en que todos los 
factores E t sean iguales a un mismo con- 
junto E f el producto cartesiano rije \E X se 
denomina -potene'la eartes'íana I de E. Re- 
cordando la definición de producto, ve- 
mos que un elemento x del producto es 
una función definida en I, cuyo valor X x 
en t € I debe pertenecer a E t ~ E\ o sea 
un elemento delproducto es simplemente 
una función definida en J con valores en 
E. Ahorabien, lanotación E' fue ya atri- 
buida a lacolecciôn de las funciones de I 
en E {pág. 12). Resumiendo, 

Fîg. 28 

n js = E* si = E para todo t € I. 

Por ejemplo, el conjunto de las funciones reales de variable real 
definidas en \in intervalo [a, ib] es un producto cartesiano de un núme- 
ro infinito de factores, cada uno de los cuales corresponde a un núme- 
ro del intervalo y es igual al propio conjunto R de los números reales. 

La proyeeeiân del producto IljGi-Jj en un factor E^ es la correspon- 
dencia 



TT t : Tîje i E} -* E x 

que a cada punto X delproducto asocia su t-ésimacoordenada x it o sea, 
TTjíJcr) = x lt t 6 J. 

A toda función/ definida en un producto cartesiano E - Il iS |.fi , 1 , con 
valores en otro conjunto F , se le da el nombre de funeiân de var'Las va- 
riables. Conforme el conjunto J de los tndices sea íinito de n eiemen - 
tos o infinito, / recibe el nombre de fune-Ìon de n o de ■infvn'ítas varia- 
bles. 

Dado un conjunto E y un producto cartesiano E = 1 , toda familia 

de funciones (f i)i6| 


/ t : E — F it t € J f 

permite que se defina una nueva función / • E -* F, a saber: la función 
que a cada punto x € E asocia el punto 

/(*) = € n iS i^i = F. 

Tal función se denomina produeto cartesiano de las funciones dadas y 
se representa por 


/ = n te i/ t . 


Las componentes/ t se expresan por medio de/, del siguiente modo: 

/ 1 = TT t / 1 



donde TT t : IIje i^j ~*E L es laproyección en y, recfprocamente, uno pue- 
de verificar que toda función f : E F es el producto cartesiano de las 
funciones f i) t ei definidas por/ t = TT^ f, 

A fin de evitar malentendidos, conviene mencionar que, en el caso 
del producto E x X E 2 X . . , X E at la relación de orden usual 1 < 2 < . . . < 
< 71 entre los enteros permite escribir ordenadamente 

(x u x 2t . . . , Xt) 

las varias coordenadas de un punto del producto. La misma observa- 
ción cabe en el caso de un producto enumerable 

n 1= i E x — Ei x E 2 x . , , x E n X. . . f 
cuyos elementos son sucesiones 

(*1, *2, • • • , X*,.--) 

de puntos Xi £ E\ t x 2 € E 2t . . . , x a € E nt . . . . Sinembargo, en el caso ge^- 
neral de TIj.e i-^ìp no se puede suponer ninguna relación de orden en el 
conjunto I de los fndices y la actitud correcta consiste en pensar en los 
elementos del producto exclusivamente como funciones, sin insistir en 
ningún orden de las varias coordenadas de los elementos de este pro- 
ducto. 



GRUPOS 



Los grupos tuvieron su origen en la teorfa de sustituciones debida 
en parte a los trabajos de Lagrange. Sin embargo, el verdadero ini- 
ciador de este capftulo del álgebra fue Galois. E1 desarrollo de la 
teorfa de grupos estaba en ese entonces condicionado a sus aplicacio- 
nes a la teoria de las ecuaciones algebraicas. Más tarde, los trabajos 
de Sophus Lie mostraron la importancia de los grupos en ciertos as- 
pectos de las ecuaciones diferenciales y abrieron camino a la teorîa 
de los llamados grupos de Lie, y las ideas de Felix Klein, relaciona- 
das con la conveniencia de considerar a la geometrfa como el estudio 
de las propiedades invariantes por determìnados grupos de transfor- 
maciones, ampliaron el campo de aplicación del concepto de grupo. 

En su forma axiomática, la noción de grupo fue introducida en eì siglo 
pasado por Cayley y abarca dos aspectos: los grupos aditivos ylosmul- 
tiplicativos. Los primeros constituyen (excepto por cambios de nota- 
ción) un caso particular de los segundos. Por motivos didácticos, al 
comienzo de este capitulo mencionaremos explícitamente los diversos 
aspectos de la teoría en sus versiones aditiva y multiplicativa. Luego, 
a partir de un cierto punto, nos limitaremos a formular los conceptos 45 

y resultados en \ina de las dos notaciones, dejando la otra a cargo del 
lector. 

§ 1. GRUPOS ADITIVOS 

En matemática elemental se encuentran varios casos de conjuntos 
cuyos elementos pueden combinarse algebraicamente por medio de una 
operación de adición, de modo que algunas de las propiedades usuales 
sean satisfechas, a saber: la conmutatividad, la asociatividad, la 
existencia del cero y la existencia del simétrico (inverso aditivo). 
Mencionaremos algunos ejemplos: 

Ejemplo 1. La operación de adición usual en el conjunto Z de los 
ntìmeros enteros racionales es una función de Z X Z en Z que, a cada 
par ordenado (x, y), donde x, y € Z, asocia un elemento x + y € Z> de- 
nominado suma de x e y. Tal adición es conmutativa y asociativa: 

x + y = y + x, x + (y + z) = (x + y) + z. 

Además, en Z existe un elemento cero, representado por 0, tal que: 

X + 0 = x 

para cualquier x € Z- Finalmente, a cada X € Z corresponde un simé- 
trico -x € Z tal que: 


x + (- jc ) = 0 . 



Análogamente, cada uno de los conjuntos Q, R y C (pág. 1) posee, 
con relación a la operación de adición usual, las propiedades que aca- 
ban de mencionarse respecto a Z. 

Ejemplo 2. Consideremos un plano euclideano P ỳ un punto 0 de P 
y el conjunto S 0 de los segmentos orientados de P con origen en 0 . Si 
X, y € S 0 , definamos x + y de acuerdo con la regla usual del paralelo- 
gramo. La operación de adición asf definida en ^ es conmutativa y 
asociativa como se demuestra en el cálculo vectorial. E1 segmento 
orientado, cuyo origen y extremo son iguales al punto 0, se repre- 
senta por 0 y goza de la propiedad de que X + 0 = x para todo x € S 0 . 
Finalmente, a cada x € S 0 corresponde un simétrico -x, obtenido por 
simetrfa de x con respecto al punto 0 , tal que X + (-Jí) = 0. Asf vemos 
que a pesar de que sus elementos están desprovistos del carácter nu- 
mérico, el conjunto S 0 tiene, con respecto a la adición mencionada, un 
comportamiento idéntico al de los conjuntos del ejemplo precedente. 
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Fig. 29 


Ejemplo 3. Consideremos el conjunto F de las funciones reales 
de variable real definidas en un intervalo [a, ï>]. Si /, g € F, intro- 
duzcamos la suma/ + g como la función definida por 

<f + g) (x) = /(*) + g(x) 

para X € [a, i>]. O sea, f + g es la función que en el punto x toma el 
valor/(jc) + g(x ). La operación de adición asf definida en F es conmu- 
tativa, pues 

/ + g) (Jf) - f(x) + g(x), 

(g +/) (x) = g(x) +f(x), 

de donde (f + g) (x) = (g + /) (Jí) para todo x € [a, fc], o sea/ + g = g + 
+ /. Análogamente, 

[f + (g + fr)l (jf) = f(x) + (g + h) (x) - 

“ f(x) + íg(x) + h(x )], 
í(f + g) + hl (x) = (f + g) (x) + h(x) = 

= [f(x) + g(x)~\ + h(x), 




o 


de donde [f + (Q + h)] {x) - \_{f + g) + hì (Jc) para cualquier x € \_a, &], 
sea f + (g + fi) = (/ 4* g) + h. Si representamos por 0 a la función 
idénticamente nula, esto es, la función cuyo valor en todo punto de 
[a, &] es cero, es claro que f + 0 -f para toda / € F. Finalmente, a 
toda / € F le corresponde una función -/ definida por 

(-/) (JC) = -/(*). 

o sea, -/ es la función que en el punto x toma el valor -f{x), tal que 
/ + (_/) = 0. La analogfa entre este ejemplo y los anteriores es evi- 
dente. Conviene destacar que el hecho que las funciones en conside- 
raciun hayan sido definidas en un intervalo [a, ~b ] no influye en estas 
consideraciones, que bien podrfan repetirse para la colección de fun- 
ciones definidas en un conjunto E y con valores en R. 



Fig. 30 


La simple revisión de los ejemplos dados justifica plenamente la 
introducción del concepto de grupo aditivo. 

Un grupo ad'Ct'ùvo es un conjunto G, donde está dada una operación 
de adición que satisface las condiciones siguientes: 

1. La operación de adición es una función definida en G x G, con 
valores en £?, que a cada par ordenado ( x, y), donde x, y £ 0, asocia 
un elemento x + y £ G f denominado suma de Zos elementos X e y. 

2. La adición es conmutativa, esto es, 

x + y = y + x, (x, y € <?). 

3. La adición es asoo'tat'íva 

x + (y + z) = (x + y) + z, (x, y, z € 0). 

4. En G existe un elemento, el eero de G (representado por 0), tal 

que 


x + 0 = x para todo x € G. 



5. A cada elemento x € G le corresponde un elemento denomînado 
8Ì,métTPVOO de x y representado por -x, tal que 

X + (-x) = 0. 

Los varios ejemplos presentados constituyen, pues, grupos aditi- 
vos con relación a las operaciones de adición mencionadas. 

En virtud de la ley asociativa, podemos definir sin ambigiiedad la 
suma de tres o más elementos. Asï, por definicidn, 

x + y + z = x+(y + s) = (x+y)+z. 

Por el signo £ se indicará en forma abreviada una suma 

X^ + Xg + . . . + X n Sjeaj, Jíj. 

Además, a semejanza de lo que sucede en álgebra elemental, las leyes 
conmutativa y asociativa permiten cierta libertad en la inversión del 
orden de los sumandos y en el empleo de paréntesis. E1 hecho de que 
se sumen elementos de un conjunto G en vez de números no introduce, 
desde este punto de vista, diferencia alguna. Lo que es esencial es 
que se tengan presentes los axiomas de los grupos aditivos arriba 
mencionados. 

48 En un grupo aditivo G, el elemento cero está perfectamente deter- 

minaao por ia condición de que x + 0 = cualquiera que sea x € G. En 
efecto, consideremos dos elementos 0 y 0' tales que 

+ jc+0'=jc 

para todo x € G. Si se escribe X = 0' en la primera y x - 0 en la se- 
gunda, se obtiene 0' + 0 = 0' y 0 + 0' = 0, de donde 0=0' por la ley 
conmutativa. 

Además, el simétrico -x de todo x € G está determinado por la 
condición de que su suma con x es cero. En efecto, sean -x y (-x)' 
dos elementos de G tales que 

x + (-je) = 0, X + (-x)' = 0 

Tenemos, entonces, 

(-X)' = (-*)'+ 0 = (-X)' + lx+ (-x)ì = l(-x)' + x\ + (-X) = 

= 0 + (-x) = -x, 

como querfamos. La unicidad del simétrico puede interpretarse asf: 

x + y- 0^y~-x. 

La diferencia de dos elementos x, y € G se define por 
x - y = x + (-y). 



Esta diferencia es la única solución z de la igualdad z + y = X. En 
efecto, partiendo de z + y = xy sumándole -y obtenemos (z + y) + i-y) = 
= x + (-y), O Z + [y + (-y)ì - X - y y, finalmente, z + 0 = x - y, lo que 
prueba que, si es que existe, la solución z está dada por la diferencia 
X - y. Es fácil pues verificar que x - y es realmente Xa solución, ya 
que (x - y) + y = 1> + (-v)] + y = X + [(-í/) + y~\ = x + 0 = X. 

La noción de suma algebraioa, tal como x - y + z* tiene el mismo 
sentido que en álgebra elemental, y en este sentido se adoptan las 
convenciones usuales. Asf, por ejemplo, -x-y significa (-x) + (-y) y 
no -(x - y). Adviértase que 0 + 0 = 0, por la propia definición de 0; de 
allf que -0 = 0 y que 0-0 = 0. 

Proposición 1, En todo grupo aditivo £?, se tiene: 


1. -(-JC) = X , 


2. -(x + y) = -x -y, 

3. x+y = x=>y = 0, 


4. x + y 


x + z => y = 2 . 


Demostración, Dado x € G, se tiene x + (-Jf) - 0 y (~x) + x - 0, lo 
que prueba que -(-X) = X en virtud de la unicidad del simétrico. 

Cabe notar ahora que (x + y) + (-X-y) = (x + y) + [(- x) + (-J/)l = [jc + 
+ (-jc)l + [y + (-y) ] = 0 + 0 = 0, lo que prueba que - (x + y) = (- X-y). De 
un modo perfectamente análogo verfamos que 


-ix - y) = y - x 


y similarmente para otras sumas algebraicas. 

Supongamos ahora que X + y = X. Entonces, (-Jf) + (X + y) = (-Jí) + X, 
luego [(-x) + X~\ + y = 0, o también 0 + p= 0y y - 0. Conviene hacer 
aquf una observación, E1 elemento 0 fue caracterizado por la condi- 
ción x + 0 = x para cualquier x € 0. Lo que se acaba de establecer 
muestra que el 0 es caracterizado también por el hecho de que la con- 
dición x + 0 = x sea satisfecha por, al menos, un x € G. 

Consideremos, finalmente, la relación x + y = X + 2. Tenemos que 
(-x) + (x + y) = (- X ) + (x + z), de donde [ (-x) + jc] + y = [(-.*) + *] + z o 
0 + y = 0+ 2 yy = 2. Esta última propiedad se denomina ley de oan~ 
oetaeiôn y desempefia, como se verá, un papel importante en álgebra. 
QED 

Todos los grupos aditivos mencionados en los ejemplos 1, 2 y 3 
son infinitoS; esto es, formados por una infinidad de elementos. Ya- 
mos ahora a dar un ejemplofundamentalde grupo aditivo finito^ esde- 
cir, con un número finito de elementos. 

Ejemplo 4, Dado un entero p s 1, consideremos el conjunto, re- 
presentado por Z/p, constituido por los enteros 0, I, . . . , p - 1. Ad- 



viértase desde yaque este conjunto no es un grupoaditivo con respecto 
a la operación de adición usual entre los enteros porque la suma de 
dos elementos de Z/p puede dejar de pertenecer a Z/p. Entretan- 
to, vamos a definir una operación de adición en Z/p, con respecto 
a la cual este conjunto será un grupo aditivo. Si x, y € Z/p, definamos 
la suma môâuto p de x e y como el residuo en la división por p de la 
suma usual x + y. Usaremos el sfmbolo x+y para designar la suma 
mddulo p de x e y. Como todo residuo de una división por p es igual a 
uno de los enteros 0, 1, , . . , p - 1, vemos que la adición módulo p en 
Z/pverifica el primero de los axiomas de los grupos aditivos. Es 
claro que la adición módulo p es conmutativa, pues /{j/e j/{ x son, 
respectivamente, los residuos en la división por p de x + y e y + x y 
X + y = y + X. Verifiquemos ahora que la adición módulo p es asocia- 
tiva, esto es 

p p p p 

x + (y + z) - (x + y) + z 

p 

Para obtener y + z hay que dividir y + z entre p. Si se llama q al co- 
ciente y r al residuo de tal división, se tiene 

y + 2 = r, y + z = pq + r. 

p p p 

Para calcular ahora x + (y + z) = X + r, debemos dividir x + r entre p. 
Si se indica con q' el cociente y con r' el residuo, se tiene 

p p 

x + (y + z) = r', x + r = pq' + r'. 

De ahf resulta 


(x + r) + (y + z) = (pg* + r') + (pq + r) 
o 

x + y + z = p(q +q') + r'. 

E1 segundo miembro de la dltima igualdad es la suma de un múltiplo 
de p con un entero r', el cual, por ser el residuo de la división de x + 
+ r entre p, sólo puede valer 0, 1, . . . , p - 1. Si recordamos la defi- 
nición de residuo de una división, concluimos que r' es el residuo 
entre p de X + y + z, o sea 

p p 

X + (y + z) = residuo d o (X + y + z) entre p 
Un cálculo perfectamente análogo prueba que 

p p 

(X + y) + z - residuo de (X + y + z) entre p 

lo que establece la ley asociativa de la adición módulo p. Notemos 
ahora que, para todo x — 0, 1, . . . , p - 1, la suma x + 0 es el residuo 
de^ la división entre p de x + 0 = x. Como tal residuo es X t vemos que 
X + 0 = x, lo que prueba la existencia de un elemento cero en Z/p, a 
saber, el propio 0. Finalmente, a todo x € Z/p le corresponde un si- 
métrico - x € Z/p tal que X + (-X) — 0. En efecto, si x > 0 (esto es, 0 < 
<jf<po0<p - jí< p), entonc es p - x es un elemento de Z/py + (p - 
- x) es el residuo de dividir x + (p - x) = p entre p, o sea es igual a 0. 




Si x = 0, p - X — p no es un elemento de Z/p. Notemos, entonces, que 
p 

0 + 0 es el residuo de la división entre p de 0 + 0, o sea que vale 0. 
Asf, queda probado que el simétrico - X de x módulo p existe en todos 
los casos y que 

S p - X si x = 1, 2, . . . , p - 1 
0 si X = 0 

Z ìp constituye, pues, un grupo aditivo finito con relación a la adición 
módulo p. Seutilizó lanotaciónx + y para mayor claridad, Se acos- 
tumbra emplear la notación x + y en cualquier grupo aditivo, en parti- 
cular para Z jp, y entonces es necesario tener presente si la suma 
está siendo calculada en el sentido usual o módulo p. 

Ejercicios 

1. Si el conjunto G posee uno, dos o tres elementos, entonces 
existe una, y sólo una, operación de adición con relación a la cual G 
es un grupo aditivo, salvo por permutaciones de sus elementos. 

2. Sea G un conjunto y ( x, y) »-* x + y vma operacitín conmutativa 
y asociativa de G X (7 en G tal que, cualesquiera que sean a, t € G, la 
ecuación a + X - ì> posee, por lo menos, una solución x. Mostrar que 
íî es un grupo aditivo. 

3, Sea G un conjunto y (x, y) *-* x + y una operación conmutativa y 
asociativa àe G X G en G tal que, cualesquiera qúe sean a, t € G, la 
ecuación a + X = b posee, como máximo, una solución x. Mostrar que 
G es un grupo aditivo, 

§ 2 0 GRUPOS MULTIPLICATIVOS 

Además de las operaciones de adición (x, y) X + y y de simetri- 
zación X »-* -X, también se consideran en álgebra elemental las opera- 
ciones de multiplicación (x, y) *-* xy y de inversión X t-* x " 1 que gozan, 
entre otras, de las propiedades descritas en los ejemplos que siguen, 

Ejemplo 1. La multiplicación usual puede ser efectuada entre nú- 
meros racionales cualesquiera. Como sólo tiene sentido tomar el in- 
verso de números diferentes de cero y el producto de dos números 
racionales diferentes de cero también es diferente de cero, conviene 
restringir nuestra atención al conjunto Q* de los números racionales 
no nulos. En Q*, la multiplicación usual es una función de Q* X Q* en 
Q*, que a cada par ordenado (x, y), donde x, y € le asocia el pro- 
ducto xy € Q*, Son válidas las leyes conmutativa y asociativa. 

xy = yx, x(yz) = (xy)z. 


Además, en existe un elemento unidad 1, tal que 



para todo x € Q*. Finalmente, a cada x € Q* le corresponde un in- 
verso jc" 1 € Q ;>!î tal que 


xx' 1 = 1 . 

L.O mismo se repite para los conjuntos R* y C í!( de los números reales 
y de los números complejos no nulos con respecto a la multiplicación 
usual. 

Ejemplo 2. En álgebra elemental, una permutación de 1 , 2, . . . , n 
se define como una secuencia constituida por dichos números es- 
critos en algún orden determinado. Xambién se introduce el concepto 
de producto de dos permutaciones. Para nuestros propósitos, es pre- 
ferible (pág. 37) pensar en una permutación (X\, X 2 , . . . , Jí n )deXos en- 
teros 1, Z,, n como una función definida en eX conjunto X n en el 
sentido indicado en la citada página y, entonces, las permutaciones de 
1, 2,. . . , n pasan a ser las aplicaciones biunfvocas deJ n sobre si mis- 
mo. Ese es el motivo porelcual definimos (pág. 16 ) una permutación 
de un conjunto E como una aplicación biunivoca de E sobre sf mismo. 
Generalizando Xas permutaciones del álgebra elemental, consideremos 
un conjunto E --finito o infinito-- y designemos con E\ el conjunto de 
las permutaciones de E, o sea el conjunto de las aplicaciones bivinívocas 
de E sobre sí mismo. Si/ :E-*Eyg:E^E fueran dos permutaciones 
de E, su producto Qf : E -* E es también una permutación de E, como 
resulta de la proposición 4, página 22. Asf, hemos defìnido una multi- 
plicación en el conjunto E\ que a cada par ordenado (g, f ) de elementos 
de E\ asocia el producto gf £ E\ Tal multipXicación es asociativa 


Mgf) = (hg)f. 


como muestra la proposición 1, página 20. Ella, empero, no es nece- 
sariamente conmutativa. Por ejemplo, en el caso en que E esté cons- 

/l, 2, 3\ /l, 2, 3 

tituido por los ndmeros 1, 2, y 3 y / 


entonces gf — 


1, 2, 3 


3, 1, 2 


y fg = 


Q = 

1, 3/ \l, 3, 2 

ì, 2, 3\ 

; luego, gf ffg. Ade- 

.2, 3, l/ 


más, la transformación idéntica I : E -* E es una permutación de 
E tal que fl = If = /, para toda / £ E\ (véase la proposición 2, 
pág. 20). Finalmente, a toda permutación / : E -* E le corresponde 
una permutación inversa/ -1 : E E tal que// -1 = Z" 1 / = I (proposición 
3, pág. 21). Asf, vemos que el conjunto E\ de las permutaciones 
tiene, con relación a la multiplicación de permutaciones, un compor- 
tamiento análogo al de los conjuntos Q^, R =!í y C* con relación a la 
multiplicación de ndmeros, salvo en lo que respecta a la conmutativi- 
dad. 


Antes de dar nuevos ejemplos de conjuntos en los que existe una 
multiplicación con las propiedades indicadas en los ejemplos citados, 
formularemos el concepto general de grupo multiplicativo. 



Un grupo multiplioativo es un conjunto G en el cual se encuentra 
una multiplicación que satisface las propiedades siguientes: 

1. La operación de multiplicación es una función definida en G X G 
con valores en G, que a cada par ordenado (.x:, y) en G X G le asocia un 
elemento xy £ G denominado produato de los factores x e y, 

2. La multiplicación es asociativa: 

x(yz) = (xy)z (jc, y, z € G). 

3. En G existe un elemento, denominado unidad de G y representa- 
do por e, tal que: 


xe - ex = x para todo x € G. 

4. A cada elemento x € G le corresponde un elemento denominado 
inverso de x y representado por x' 1 , tal que: 

xx" 1 - x^x = e, 

Conviene notar que la ley conmutativa no aparece en estos axio- 
mas, pues nuestro deseo es definir la noción de grupo conmutativo de 
manera que englobe no sólo al ejemplo 1 sino también al 2. Cuando 
xy - yx, se dice que los elementos x e y aonmutan. E1 grupo multi- 
plicativo G se dice conmutativo o abeliano cuando xy = yx para cuales- 
quiera x e y en G. Por lo tanto, R* y C' :< constituyen grupos 

multiplicativos conmutativos con relación a la multiplicación usual. 
En Eì tenemos un ejemplo de grupo multiplicativo no necesariamente 
conmutativo: E\ se designa con el nombre de grupo de Ìas permuta- 
oiones o grupo simêtrioo de E. 

La ley asociativa nos permite definir, sin ambiguedad, el producto 
de tres o más factores. Asf, por definición 

xyz = x(yz) = ( xy)z . 

Como en álgebra elemental, haremos uso del signo II para representar 
abreviadamente el producto 

X^Xz ... X n = ïïi^ Xi 

y, siguiendo el ejemplo del caso aditivo, supondremos que el lector 
está familiarizado con el empleo (omisión e inserción) de paréntesis 
en los productos de tres o más factores, En el caso conmutativo, 
también podemos permutar dos factores cualesquiera de un producto. 
Nunca debemos olvidar, sin embargo, que el caso general no es tan 
sencillo. 

En todo grupo multiplicativo, el elemento unidad está perfecta- 
mente determinado por las condiciones xe = ex- X, X € G. En efecto, 
consideremos dos elementos e, e ' € G tales que 

xe - ex = x, xe' = e’x = x 



Demostraciôn, Como xfjtT 1 ) = (x' 1 ) x = e, vemos que x es el ele- 
mento de G que, multiplicado por X " 1 de los dos modos posibles, 
produce la unidad. Luego, x - (Jf” 1 )” 1 . Además, para llegar a esta 
conclusión, bastarïa usar xxT 1 = e y la observación hecha al final de la 
demostración de la unicidad del inverso (pág. 54). 

Notemos ahora que 

(xy) (y' 1 x‘ 1 ) = x(yy~ 1 )x~ 1 = xex' 1 xx" 1 = e, 

lo que basta para probar que J/ -1 x _1 = (xyT 1 , por la observación men- 
cionada, sin que haya necesidad de verificar también que (y~ 1 x~ 1 ) (xy) = 
= e. 


Supongamos ahora xy — x. De ahf que x^xy — x^x, de donde ey = e y r 
al final, y = e. Análogamente para la segunda parte del punto 3. Aquf 
cabe una observación semejante a la hecha en la página 49 para el 
caso similar de los grupos aditivos. 

Finalmente, si xy = xz, entonces x'^xy = X^XZ, donde ey = ez, o 
sea y = z. La propiedad que acaba de ser establecida se designa con 
el nombre de ley de oancelacdân a la 'ízqu-ievda. La ley de cancelaciôn 
a la devecha 3 expresada por la segunda parte del punto 4, se establece 
en forma análoga. QED 

La noción de grupo multiplicativo puede ser formulada también de 
una manera más breve que la adoptada. En efecto: 

Proposición 2, Un grupo multiplicativo puede ser definido también 
como un conjunto G que satisface las condiciones 1 y 2 de la página 
53 y las condiciones 3' y 4' siguientes: 

3'. En G existe un elemento unidad a Za derecha e tal que 
xe = x para todo x £ G. 

4'. A cada elemento x € G le corresponde un inverso a ia derecha 
X " 1 tal que 


XX ' 1 = e. 

Demostracifin, Está claro que si las condiciones 1, 2, 3 y 4 de la 
definición de grupo multiplicativo son satisfechas, entonces 1, 2, 3* y 
4' también se verifican. Recfprocamente, partamos de estas dltimas. 
Comencemos probando que el inverso a la derecha X" 1 de todo elemen- 
to x € G es también un inverso a la izquierda, esto es que x~^x = e. 
Por 4', todo elemento de G posee un inverso a la derecha. En parti- 
cular, no sólo x posee un inverso a la derecha x~ l tal que XJC" 1 = e , sino 
que el elemenîro jtf 1 tiene un inverso a la derecha (jcf 1 ) -1 tal que 
X~ 1 (X~ 1 V 1 = e. Luego, por la ley asociativa, xx' 1 = e implica jc^jcjc** 1 = 
= x~ x e, y por 3', obtenemos x'^xx' 1 = JC _1 . De ahí que 

jf^JCJtf^jf 1 ) -1 = jcf^jcf 1 ) -1 



y aplicando JíT 1 (.xf 1 J -1 = e en los dos miembros, queda X -1 xe = e, de don- 
de x x = e por 3', como querfamos. Mostremos ahora que la unidad a la 
derecha también actáa como unidad a la izquierda. En efecto, como 
e = xx " 1 se sigue que ex = xx~ X x t de donde ex= xe, pues X^x = e , como 
acabamos de ver y, para terminar, ex ~ X por 3'. Vemos asf que las 
condiciones 3 y 4 también son satisfechas. QED 

Ea proposición anterior no dice que una unidad a la derecha sea 
necesariamente una unidad a la izquierda, o sea que la condición 3' 
individualmente implique 3; ni que todo inverso a la derecha sea un 
inverso a la izquierda, o sea que 4', por sf sola, implique 4. Lo que 
la proposición muestra es que, en presencia de la ley asociativa, el 
conjunto de las condiciones 3' y 4' implica 3 y 4. Es claro también 
que, además de la proposición anterior, vale una dual con respecto a 
las unidades y los inversos a la izquierda. 

La única diferencia entre un grupo aditivo y un grupo multiplica- 
tivo conmutativo se reduce a una cuestión de notación. Más precisa- 
mente, supongamos que G sea un grupo aditivo, al cual está asociada 
una operación definida en G X G con valores en G. Si resolviésemos 
representar el resultado de esta operación sobre un par (x, y) no por 
X y, como en la condiciòn 1 de la página 47, sino por xy, entonces 
G pasarfa a ser a las claras un grupo multiplicativo conmutativo: la 
conmutatividad y la asociatividad en la notación aditiva se convertirîan 
en la conmutatividad y la asociatividad en la notación multiplicativa, 
el elemento de G que desempefia el papel de cero en la notación aditiva 
pasarîa a desempeflar el papel de unidad multiplicativa y, por último, 
el simétrico de cada elemento de G se convertirîa en su inverso. Al 
contrario, si G designase a un grupo multiplicativo conmutativo y re- 
solviésemos representar por x + y lo que estábamos designando por 
xy, es claro que G pasarfa a ser un grupo aditivo. Es éste el sentido 
en que los conceptos de grupo aditivo y grupo conmutativo son idénti- 
cos. Existen casos en los que cualquier persona, simplemente por 
razones de hábito, vacilarfa en hacer un tal cambio de notaciòn. Por 
ejemplo, en el caso de Z» pocos aceptarfan representar la suma de 
dos enteros como xy. En el caso del grupo de traslaciones del plano 
que mencionaremos en la próxima sección, cualquiera de las dos no- 
taciones parece aceptable: la multiplicativa es más natural si pensa- 
mos en una traslación como una aplicaciòn del plano en sf mismo y en 
la resultante de dos traslaciones como un producto de aplicac iones; 
por el contrario, la notaciòn aditiva es preferible si pensamos en una 
traslación como definida por un vector, caso en el que la resultante o 
suma de dos traslaciones corresponde a la suma de los vectores 
correspondientes. 

En virtud de lo precedente, adoptaremos la siguiente convención 
de terminologfa: designaremos por grupo a un grupo aditivo o multi- 
plicativo indistintamente. Los grupos aditivos o multiplicativos que 
son conmutativos serán llamados colectivamente gï*upos oonmutat'ívos. 

Ejercicios 

1. Si el conjunto G posee uno, dos, tres, cuatro o cinco elementos, 
toda operaciòn demultiplicación en relaciòn con la cual G sea un grupo 



multiplicativo es conmutativa. Si G posee seis elementos, entonces G 
se puede convertir en un grupo multiplicativo no conmutativo. 

2. Formular y demostrar los análogos para los grupos multipli- 
cativos de los ejercicios 2 y 3 de la página 5 1. 

3. Un grupo multiplicativo donde todos los elementos x son -invo - 
tutorios 3 esto es x - xT 1 , es conmutativo. 

§ 3, SUBGRUPOS 

Dos grupos, como dos conjuntos, pueden compararse mediante la 
relación de inclusión. Con ciertas excepciones, cuando consideramos 
dos grupos G y H (los cuales supondremos aditivos, por ejemplo) tales 
que H es un subconjunto de G, ambas operaciones de adición actúan del 
mismo modo, esto es, dados X t y € H, cuando calculamos x + y obte- 
nemos el mismo resultado que si, considerando a X e y como elemen- 
tos de G, hacemos el cálculo usando la adición de G. Esto es lo que 
sucede (para citar uno entre muchos ejemplos) en el caso de los 
grupos aditivos Z y Q, donde Z CQ. En cambio, en el ejemplo 4 de la 
página 49, tenemos que Z fp ^ Z, pero el valor de la suma de dos 
elementos X, y € Zfp depende de nuestra decisión de considerarlos ya 
sea como elementos del grupo aditivo Z/p o del grupo aditivo Z. 

Decimos que un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G 
cuando H es un grupo en relación con la operación (de adiciÓn o de 
multiplicación) de G aplicada a los elementos de B\ o sea, en el caso 
aditivo, cuando H es un grupo con la correspondencia (x, y) *-» X + y, 
donde X, y € H y X + y se calcula en G. Se procede en forma análoga 
para el caso multiplicativo, con ix, y) »-» xy. Tenemos, entonces: 

Proposición 1. Para que el subconjunto H del grupo aditivo G sea 
un subgrupo de G es necesario y suficiente que: 

1. 0 € H, 

2. x, y € H => jc + y € H, 

3. x £H. 

Demostración, Supongamos, en primer lugar, satisfechas las 
condiciones 1, 2 y 3. Por 2 vemos que la correspondencia (x, y) »-» X + 
+ y, donde x , y € H y x + y, se calcula en el sentido de G y actúa de 
H X H en H. Se satisface, pues, el axioma 1, página 47. Además x + 
+ y - y + X para cualesquiera x, y € H, pues las sumas se calculan en 
el sentido de G y la ley conmutativa vale entre dos elementos cuales- 
quiera de G. Luego, se satisface el axioma 2, página 47. Idem para 
el axioma 3, página 47. Por la condición 1 de la proposición, tene- 
mos que 0 € H. Como x + 0 = x cualquiera que sea X € H (porque la 
suma se calcula en G, donde esta igualdad es verdadera), vemos que 
H tiene un elemento que cumple el papel de cero (a saber, el mismo 
cero de G)\ esto es, el axioma 4, página 47, también se satisface. 
Finalmente, si x € H, entonces -x €H por la condición3 del enunciado, 
y como x + (- jc) = 0, se concluye que todo elemento de H posee un 



simétrico en H (el cual, por cierto, es el propio simétrico de x en G). 
Por consiguiente, se satisface el axioma 5, página 48. Esto prueba 
que Jíf es un grupo aditivo. 

Recfprocamente, supongamos que H sea un grupo aditivo con rela- 
ción a la correspondencia (x, y) *•+ x + y, donde x, y€Hyx±yse 
calcula en el sentido de G. Por el axioma 1, págìna 47, esta corres- 
pondencia debe actuar de H X H en H, o sea que si X, y € H, debemos 
tener x + y € H, lo que prueba la condición 2 del enunciado. Además, 
H, como cualquier grupo aditivo, posee un elemento cero. Represen- 
temos ese elemento por 0' a fin de evitar a pv-iori su confusión con el 
0 de G. Entonces, x + 0' = x para todo x € H. Haciendo x = 0', te- 
nemos 0’ + 0’ = 0' y, como la suma se calcula en G, concluimos que 
0' = 0 (proposición 1, punto 3, página 49). Ahora bien, 0' € H. Euego, 
0 € H, lo que establece la condición 1 del enunciado y, al mismo tiem- 
po, muestra que no hay distinción entre los ceros del grupo y del sub- 
grupo. Finalmente, a todo x € H le corresponde un elemento de H, que 
representaremos por (-•xr)' para no confundirlo a priori con el simé- 
trico ~x de X en G y tal que x + (- Jí) 1 = 0', o sea, x + (-xY = 0. Como 
la suma en cuestión es calculada en G, concluimos, por la unicidad del 
simétrico (pág. 48). que (-JC) 1 = -X. Ahora bien, (-x)' € H, lo que 
prueba que -x € H, como lo requerfa la condición 3 del enunciado, 
además de mostrar que no hay razón para distinguir los simétricos 
del grupo y del subgrupo. QED 

Es evidente que G es un subgrupo de sf mismo y que el conjunto 
constituido sólo por el cero de G es también un subgrupo de G. Asf, 
pues, G es el mayor subgrupo de sf mismo y [o] es el menor de los 
subgrupos de 0. 

Ejemplo 1. Cada uno de los tres primeros grupos aditivos Z, Q, 
R y C es un subgrupo del siguiente. Paramencionar otro grupo aditivo 
de ntimeros, recordemos que un niimero complejo x se dice algebraico 
cuando satisface, por lo menos, una ecuación algebraica: 

jc“ + + .. . + a n = 0 

donde a lf . . . , a a son números racionales y m > 1. Es claro que el nú- 
mero 0 es algebraico. Si 

y + + ... + a. = 0. Ý + bii/ 1 ' 1 + • • • + K = 0 

fueran dos ecuaciones algebraicas, con rafces x lt X%, . . . , x m e y lt 
j/ a , * • • » V*> respectivamente, entonces, los números + y^ (í = 1 , . . . , m; 
J = 1, . . . , n) son las rafces de una ecuación 

z*” + c^z””- 1 + . . . + c„ = o 

y, como se demuestra en la teorfa elemental de las ecuaciones, los 
coeficientes (c) se expresan como polinomios en los coeficientes ( a) y 
(b): en particular, aquéllos serán ndmeros racionales si éstos lo fue- 
ran. Luego, la suma de dos números complejos algebraicos es tam- 
bién un numero algebraico. Finalmente, es claro que el simétrico -x 
de todo número complejo algebraico es también un número algebraico. 



En resumen, el conjunto de los ndmeros complejos algebraicos es un 
subgrupo del grupo aditivo C de los números complejos. 

Ejemplo 2. Consideremos el grupo aditivo F de las funciones rea- 
les definidas en [a, &] (pág, 46). Afirmamos que el conjunto 0 de 
las funciones continuas en [a, b] es un subgrupo de F. En efecto, la 
función idénticamente nula en [a, b 1 es continua. Como se sabe, la 
suma / + g de dos funciones continuas f, Q Ç. F también es continua. 
Finalmente, para toda / € F continua, la funcidn -/ es también conti- 
nua, lo que prueba nuestra aserción. Otro ejemplo de subgrupo de F 
es dado por el conjunto de las funciones reales derivables en [a, &]. 

Para probar que un subconjunto es un subgrupo, a continuación se 
expone una forma más breve que la indicada en la proposición 1 . 

Proposición 2. Para que el subconjunto H del grupo aditivo G sea 
un subgrupo de G, es necesario y suficiente que: 

1 . 0 € H, 

2. x, y € H * x - y € H. 

Demostración. Supongamos satisfecbas las condiciones 1, 2 y 3 
de la proposición 1. Basta probar la condición 2 de arriba. Ahora 
bien, x, y £ H implican x, -y € H, donde X + (-y) € H, o sea X - y € H, 
como querfamos. 

Recfprocamente, supongamos satisfechas las condiciones 1 y 2 del 
enunciado. Tenemos que establecer las condiciones 2 y 3 de la propo- 
sición 1. Si x€H, como por hipótesis 0 £ H, concluimos que 0-x € H, 
o sea -X € H, como requiere 3. Además, si x, y € H, entonces, por 
lo que acabamos de probar, x t ~y Ç.H, de donde x - (~y) o sea x + 

+ y€H, QED 

Hasta aquf hemos considerado la suma x 4 y de apenas dos ele- 
mentos de un grupo aditivo. Vamos ahora a extender la noción de 
suma a las partes de G, lo que no sólo permitirá una reformulación 
interesante de las proposiciones precedentes, sino que también en- 
contrará su aplicación en el concepto de grupo cociente. Definiremos, 
pues, la suma X + Y de dos subconjuntos X, í c(î mediante 

X + ï « [x + y\ x € X, y € ?), 

o sea, X + Y es el conjunto de los elementos de G de la forma X + y, 
donde X varia en X e y recorre Y. Notemos que, en particular, uno de 
los dos conjuntos X e Y podrfa reducirse a un punto: por ejemplo, si X 
consistiera solamente del punto x, entonces X + Y serfa el conjunto de 
los elementos de la forma X + y, donde y varïa en Y. Análogamente, 
definiremos X - Y y -X mediante 

X - Y = [x - y; x 6 X, y € Y), -X - [-x; x 6 X). 

Con estas nuevas notaciones, las proposiciones 1 y 2 que preceden se 
convierten en: 



PropOBÌción 1. Para que el subconjunto H del grupo aditivo G sea 
un subgrupo de G es necesario y suficiente que: 

1 . 0 £ff, 

2. tf + tfcitf, 

3. -ïï^ïï. 

Proposición 2. Para que el subconjunto ïï del grupo aditivo G sea 
un subgrupo de G es necesario y suficiente que: 

1. OÇf, 

2. H-ïïczH. 

En el caso de los grupos multiplicativos, las proposiciones análo- 
gas a 1 y 2 son las siguientes: 

Proposicién 3. Para que el subconjunto H del grupo multiplicativo 
G sea un subgrupo de G es necesario y suficiente que: 



1. 

e £H, 


2. 

x, y € ïï =* xy € H, 

60 

3. 

x € ïï * x~ x € H. 


Propoaiciôn 4. Para que el subconjunto H del grupo multiplicativo 
G sea un subgrupo de G es necesario y suficiente que: 

1. e € H, 

2. x, y € ïï * xy“ l € ïï. 

Obsérvese que en esta proposición se puede sustituir la condición 
2 por: 

2. X, V € H => x-'y e H. 

Es claro también que G es un subgrupo de sf mismo y que el con- 
junto que se reduce a la unidad de G e s también un subgrupo de G. Un 
subgrupo de un grupo conmutativo es también conmutativo. 

Si se introducen las notaciones: 

XY = [xy; x € X, y €7), X" 1 = [x' 1 ; x € X), 

donde X, Y € G ỳ las condiciones de la proposición 3 pasan a ser for- 
muladas asf: 

1. e £H, 

2 . Hïï^ïï, 

3. 



y las de la proposición 4 se convierten en: 


1 . e £H, 

2 . Hffl'^H. 

Ejemplo 3. E1 grupo multiplicativo Q p: ' es un subgrupo de R ï[í y de 
C*. De modo análogo, R* es un subgrupo de C* (págs. 5 1-52). Los 
conjuntos Q+ y de los números racionales > 0 y de los ntimeros 
reales > 0 son subgrupos de Q* y R*. 



Ejemplo 4. Sea P un plano euclideano. Consideremos un punto fi- 
jo 0 y el conjunto S 0 de los segmentos orientados de P con origen en 0. 
Dado v € S Qt designemos con t v a la tvastaovôn de v en P t o sea, la 
aplicación t v : P -* P de P en sf mismo, que a cada punto x 6 P le asociji 
el punto y € P definido por la condición de que el segmento orientado xỳ 
sea equipolente a V. Toda traslación en P es una permutación del pla- 
no. E1 conjunto de las traslaciones en P esunsubgrupo delgrupo mul- 
tiplicativo de las permutaciones de P (ejemplo 2, pág. 52). De 
hecho, la transformación idéntica I: P -* P es una traslación en P, pues 
I = to, donde 0 es el elemento cero de S 0 (ejemplo 2, pág. 46). Ade- 
más, se verifica fácilmente que 

t v I t v ” éy+Vl » 

lo que prueba que el producto de dos traslaciones es también una 
traslación. Finalmente, el inverso de una traslación es una trasla - 
ci6n, pues 

( t ,)- 1 = t ... 

Por ello, el conjunto de las traslaciones en P constituye el grupo de 
las traslaaiones en P, el cual es evidentemente conmutativo. Conviene 
destacar que este grupo no depende de la elección del punto 0. 

Ejemplo 5. Consideremos un plano euclideano P y un punto 0 de P. 
Para todo ángulo a, indiquemos la rotación alrededor de 0 en un ángulo 
a por r 0 , a o, simplemente, por r a cuando 0 esté sobrentendido. Cada 
una de tales rotaciones es una permutación de P. Si se mantiene 0 fijo 




y se hace variar a, el conjunto de las rotaciones alrededor de 0 cons- 
tituye un subconjunto del grupo de las permutaciones de P. Esto se 
sigue de las relaciones siguientes: 

I = r 0 , r a i r a = r^,, (r^r 1 = r^, 

donde J: P -* P es la transformación idéntica. 

Igualmente, si para todo punto 0 del plano y todo numero real/t ï 0, 
se indicara con ho flí (o, simplemente, \) la homotecia de centro 0 y 
razón H, vemos que cada una de tales homotecias es una permutación 
de P y que el conjunto de las homotecias relativas a un mismo punto 0 
constituye un subgrupo del grupo de las permutaciones de P, pues 

J — (h^) — hyjj. 

Los grupos de las rotaciones y de las homotecias de centro común 
en un plano son obviamente conmutativos. 

Ejemplo 6. Consideremos un plano euclideano P y un punto fijo 0 
de P. En geometrfa elemental, se dice que dos figuras son semejantes 
cuando es posible pasar de una a otra por medio de una rotación alre- 
dedor de 0, seguida de una homotecia de razón no nula y centro 0 y de 
una traslación. La semejanza de dos figuras no depende de la elección 
del punto 0. Fijemos, pues, nuestra atención en las transformaciones 
del plano P en sf mismo, que pueden obtenerse por medio de una rota- 
ción alrededor de 0, seguida de una homotecia de razón no nula y cen- 
tro 0 y de una traslación. A una tal transformación de P se le da el 
nombre de semejanza en P: 

semejanza = traslacidn • homotecia * rotación. 

Una semejanza es una permutación de P, pues es el producto de tres 
permutaciones de P (proposición 4, pág. 22). ^Por qué efectuamos 
primero una rotacìón, después una homotecia y al final una traslación? 
En realidad el orden no tiene mayor importancia. En efecto, es claro 

h(x) th(x) r(x) tr(x) 




Fîg. 32 


Fïg. 33 


que una rotación y una homotecia con el mismo centro siempre con- 
mutan, de modo que el orden entre rotaciones y homotecias no tiene 



ninguna importancia. Por otro lado, es fácil verificar con ejemplos 
que una traslación no necesariamente conmuta con una homotecia. 
Esta dificultad, empero, puede ser eludida del siguiente modo, Si t 
es una traslación y h es una homotecia, entonces h~Hh es una trasla- 
ción. En efecto, llamando V al segmento orientado de origen 0 que 
define a t y h a la razón no nula de la homotecia de centro 0, entonces 
h~Hh es la traslación definida por el segmento h~ x {v), obtenido some- 
tiendo a V a una homotecia de centro 0 y razón l/7î, como se verifica 
fácilmente {Fig. 32). Análogamente, si r es una rotación, entonces 
r~Hr es una traslación, a saber: la traslación definida por el seg- 
mento r _1 ( v), obtenido sometiendo V a una rotación de -a alrededor del 
centro 0 de r, donde a es el ángulo que define a r {Fig. 33). Yisto lo 
anterior, supongamos ahora que s = thr es una semajanza, donde t es 
una traslación y h y r una homotecia de razón no nula y una rotación, 
ambas de centro 0. Escribiendo t' - h~Hh, se obtiene una nueva tras- 
lación y, entonces, tenemos ht' = th, con s —ht'r, lo que prueba que 
es posible permutar la traslación con la homotecia, siempre que se 
sustituya la traslacidn dada con una nueva traslación. Con un racio- 
cinio perfectamente similar, es posible permutar la traslación con la 
rotación. Por tanto, una semejanza puede considerarse como un pro- 
ducto de los tres tipos de transformaciones consideradas, tomadas en 
algán orden a nuestra eleccibn. Afirmamos ahora que el conjunto S de 
las semejanzas es un subgrupo del de las permutaciones de P. En 
efecto, la transformación idéntica I: P -» P es una semejanza, pues I = 
= J • I • I el es tanto una traslacìón {de segmento nulo), como una 
homotecia (de razón uno) o una rotación (de ángulo nulo). Además, si 
s = thr y s' = t'h'r' son dos semejanzas (donde la notación obvia cual- 
quier comentario), tendremos 

s's" 1 = = t'(h'h' 1 ) (r'r" 1 )*' 1 . 

pues la homotecia h -1 conmuta con las rotaciones r" 1 y r'. Como r'r" 1 
es una rotación y í _1 una traslación, existe una traslación ti tal que 

(r' r " 1 )í _1 = íifr'r" 1 ), 


donde 


s's" 1 = t'ih'h^txir'r" 1 ). 

De la misma forma, existe una traslación ý a tal que 

(h'h- 1 )*! = íafh'h.- 1 ). 


de donde se sigue 


s's- 1 = (í’isHh'fc-^Hr'r- 1 ) 

y, por tanto, s's -1 es una semejanza. En virtud de la proposición 4, 
página 60, se concluye que el conjunto de las semejanzas es un sub- 
grupo del grupo de las permutaciones de P. E1 grupo de las semejan- 
zas es un ejemplo importante, tomado de la geometrfa elemental, de 
un grupo no conmutativo. Como se dijo ya, la elección del punto 0 no 
influye en la naturaleza del grupo de las semejanzas. Este contiene. 



además, los grupos de las traslaciones, de las rotaciones alrededor 
de un punto y de las homotecias de razdn no nula relativas a un punto, 
como sus subgrupos, pues t - t • I ♦ I , h-I*h % Iyr-ï*I*r„ 

De un modo general, se da el nombre de grupo de trcmsformac'íones 
de un conjunto E a todo subgrupo del grupo de permutaciones de E . 
Los ejemplos 4, 5 y 6 constituyen, pues, grupos de transformaciones 
de un plano. La geometrra ofrece un gran ntimero de ejemplos impor- 
tantes de grupos de transformaciones: el grupo de las afinidades, el 
grupo de las homografías, el grupo de las transformaciones confor- 
mes, etc. 

Ejemplo 7. E1 conjunto T de los números complejos de mddulo 
unidad es un subgrupo del grupo multiplicativo C* de los números 
complejos nc nulos fejemplo 1, pág. 5 1). En efecto | 1 | — 1; y, si 
\u\ - ly \v\ = 1, entonces |uy _1 | = |u) • | z> | —1 = 1. 

Del mismo modo, el conjunto de las raîces p-ésimas de la unidad 
es un subgrupo de C* y también de T. En efecto, l p = 1; y si u p = tf p = 

- 1, entonces (UU -1 ) P = u p (u p ) _1 = 1. 

Finalmente, el conjunto de las raïces complejas de la unidad (de 
orden no especificado) es un subgrupo de C' !í y también de T. En efec- 
to, l 1 = 1 y, si u p =1, V* = 1, entonces (uy _1 ) pî = (uP) 4 (u q ) p = 1. 

Antes de concluir esta sección, conviene mencionar que un grupo 
no puede considerarse completamente conocido hasta que no se haya 
encontrado un modo de describir todos sus subgrupos, lo que no es 
fácil, aun en los casos corrientes. Entre los grupos cuyos subgrupos 
pueden describirse explî'citamente de modo simple figura el grupo 
aditivo de los enteros Z. 

Proposición 5, Dado un entero natural p, el conjunto ( np ; Z) de 

sus múltiplos enteros constituye un subgrupo del grupo aditivo Z. Re- 
cïprocamente, a todo subgrupo E de Z le corresponde uno, y sólo un, 
entero natural p, tal que H es el conjunto de los multiplos enteros de p. 

Demostración. Dado el entero natural p, sea H = [np; n Ç z) el 
conjunto de los múltiplos enteros de p. Es claro que 0 € H, pues 0 = 
= Op. Si x, y € H, esto es, si x = mp y y = np (m, n 6 Z), entonces x - 

- y = (m - n)p, luego x - y € H, lo que prueba que H cs un subgrupo de 
Z (proposición 2, pág. 60). 

Recíprocamente, sea H un subgrupo cualquiera de Z. Si H se re- 
dujera al námero 0, basta con tomar p = 0, y es claro, entonces, que 
H es el conjunto de los multiplos de p (y que no hay otra elección posi- 
ble). Supongamos ahora que H contiene otros ndmeros además de 
cero. Entonces H contiene al menos un elemento mayor que cero: en 
efecto, de la hipótesis sobre H se sigue que H contiene al menos un 
elemento x distinto de cero. O x > 0 o bien x < 0, en cuyo caso - x > 0, 
lo que también prueba nuestra aserción, puesto que H es un subgrupo 
de Z y x € H implica que -x € H. XJna de las propiedades fundamenta- 
les del conjunto de los enteros naturales es, como se sabe, la de que 
toda colección no vacfa de enteros naturales contiene un elemento 



menor que los demás en esa colección. Aplicando esta observación al 
conjunto de los elementos de #que son > 0, designemos por p el menor 
entero > 0 en H. Por definición, p > 0. Como p £ H y H es un subgru- 
po de Z, vemos que 2p = p + p € H, 3p - p + 2p € H, etc. Además, p £ H 
implica que -p € ÏÏ. Luego, (-2)p - (-p) + (-p) € H, (-3 )p = (~p) + (-2 p) € 
£ H, etc. En resumen, np € ÏÏ para cualquier n € Z. Además, todo 
elemento x € ÏÏ es un múltiplo de p . Para comprobarlo, dividamos x 
entre p. Tendremos que X = Ç[p + r, donde q y r son ei cociente y el 
residuo, De ahf que r ~ X -Ç[p pertenezca a ïï, dado que x , Ç[p € ïï. 
Ahora, 0 <. r < p, pues r es el residuo de una división entre p. Esto, 
unido a r € ÏÏ y a la definición de p, exige r = 0, donde x = como 
querîamos. Luego, ïï es el conjunto de los múltiplos de p. 

Supongamos ahora que p y p' sean dos enteros naturales tales que 
ÏÏ sea tanto el conjunto de los múltiplos de p como el conjunto de los 
máltiplos de p'. Como p es múltiplo de sfmismo, vemos que p ïï y, 
por tanto, p es múltiplo de p 1 . Igualmente, p 1 es múltiplo de p. Con- 
clusión: p = p'. QED 

E1 entero natural p que determina (y es determinado) por todo sub- 
grupo H de Z, de acuerdo con la proposición anterior, se denomina 
generador natural de ÏÏ. 

Ejercicios 

1. Sean G, ïï e I tres grupos tales que I <^-ïï c (?. Sil es un sub- 
grupo de G y ïï es un subgrupo de G, entonces I es un subgrupo de ÏÏ. 

2. En las proposiciones 1 y 2, §3, se puede sustituir la condición 
de que 0 € H por la condición de que ïï no sea vacfo. También se puede 
sustituir la condición H + B c H por ÏÏ + H ~ ïï, -ÏÏ ^ H por -H = ïï y ÏÏ - 
- H ^ H por ïï - ÏÏ = H. Lo mismo para las proposiciones 3 y 4. 

3. Sea G un grupo aditivo. Si X, Y, . . . ^G, mostrar que 

1. x + r = r + x, 

2. X + (Y + Z) = (X + Y) + Z, 

3. x^x 1 , rcf^i + ycp+r'. 

Análogamente para el caso multiplicativo (limitando 1. al caso conmu- 
tativo). 

4. E1 conjunto @(G) de las partes de G no es un grupo con relacidn 
a la operacidn (de adición o multiplicación) extendida a las partes. 

5. La intersección de un número finito de subgrupos deZ diferen- 
tes de 0 es también diferente de 0. 

6. Dado el entero p > 2, si n > 1 fuera un divisor de p (digamos, 
p = qn), entonces el conjunto constituido por 0, n, 2 n, . . . , (Q. - l)n es 
un subgrupo del grupo aditivo Z/i? y, de esta forma, se establece una 
correspondencia biunfvoca entre los divisores n > 1 de p y los subgru- 
pos del grupo aditivo Z/p diferentes de 0, 



7. Consideremos un plano euclideano P y un punto 0 de P. Toda 
semejanza s en P puede ser escrita de un modo único como un produc- 
to s = thr de una traslación t por una homotecia h de centro 0 y razón 
> 0, y una rotación r alrededor de 0. Idem para las descomposiciones 
en otros órdenes, como s = ht r, etc. 

8. Sea A un conjunto no vacîo de enteros a 1 con la propiedad si- 
guiente: m, n€A implica mn € A (un ejemplo usual se obtiene conside- 
rando un entero p y tomando el conjunto A formado por 1, p, p 2 , 
p 3 , . . . ). E1 conjunto de los numeros racionales de la forma mi n, 
donde m € Z y n € esun subgrupo del grupo aditivo Q. 

9. Sea A un conjunto de enteross 1 con las siguientes propiedades: 
1) 1 € A, 2) si m, nGA, entonces m. c. m. (m, n) € A (donde m. c. m. 
denota el mfnimo común multiplo); 3) si m > 1 divide a n €4, entonces 
m ÇlA. Entonces el conjunto de los ndmeros complejos 2, tales que 
2 m = 1 para al menos un m € A es un subgrupo del grupo multiplicativo 
de las rafces complejas de la unidad. Recfprocamente, todo subgrupo 
de este grupo corresponde a un conjunto A, y sólo a uno, del tipo indi- 
cado. 

§ 4. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS 


Cuando se estudian los conjuntos, las transformaciones que se 
consideran entre los varios conjuntos no están sujetas a restricciones. 

66 Cuando, empero, los dominios y contradominios de las funciones son 

conjuntos en los cuales están dadas ciertas operaciones algebraicas, 
pueden destacarse de entre esas funciones a aquellas que respetan 
esas operaciones. Asf, somos llevados a la noción de homomorfismo 
— o isomorfismo, en el caso de la bivinivocidad-- que se definirá entre 
grupos y, más adelante, se repetirá entre otros sistemas algebraicos. 


Sean G y H dos grupos, inicialmente supuestos aditivos. Un homo~ 
morfisrno de G en H es una función/: G -* H, definida en G y con valores 
en H, tal que 


f(x+y) =f(x)+f(y), (X, y€G), 

o, como es costumbre decir, tal que la transformación de la suma sea 
la suma de las transformaciones. Esta condición, que define a los 
homomorfismos, se denomina propiedad aditiva. Notemos que 

/(0) = 0. f(-x) = -f(x) 

para todo homomorfismo/. En efecto, escribiendo ^=0eî/ = 0enla 
ecuación f(x + y) = f (x) + f(y), tenemos / (0) = /(0) +/(0), donde / (0) = 
= 0, por la proposición 1, página 49. Además, f(x) +f(-x) =/[jí + 
+ (-Jc) 1 = /(0) = 0, lo que prueba f(-x) - -f (x) (pág. 48). Notemos 
también que 

f(x - y) = f(x) - f(y). 


pues f(x - y) =/[jp + (-y)ì =f(x) +f(-y) =f(x) + [-/(í/)] ~f(x) - f(y). 



Por definición, un isomovfismo de G en H es todo homomorfismo 
inyectivo de G en B. Por analogfa con la terminologïa adoptada en el 
caso de conjuntos (pág. 16), cuando el isomorfismo fuera 

sobre^ diremos que f es un isomorfismo entre G y H o de G sobre H. 
La existencia de al menos un isomorfismo/: G-* H entre G y H significa 
que, desde el punto de vista algebraico, los grupos G y H se comportan 
del mismo modo. Los dos grupos G y H se dicen isomorfos cuando 
existe al menos un isomorfismo de G sobre H. Se acostumbra decir, 
entonces, que G y H son iguales salvo por isomorfismos . 

De una manera más general, se dice que el grupo H es una imagen 
homomorfa de G cuando existe al menos un homomorfismo deí? sobre 
H. 


Nótese que, dados G y H, la función 0 : G fí (pág. 13), que a ca- 
da elemento de G asocia siempre el cero de H, es un homomorfismo 
llamado homomorfismo oero de G en H. 


Ejemplo 1. Consideremos el grupo aditivo R de los números rea- 
les. Dado a € R, la función de R en R definida mediante X dx es un 
homomorfismo de R en R, pues f(X + y) = a(x + y) = CLX + ay ~ f (x) + 
+ f(y). Si CL = 0, es claro que/ es el homomorfismo 0. Si a f 0, en- 
tonces f es un isomorfismo de R sobre sf mismo. Además, hay un 
teorema clásico de Cauchy, que afirma que toda funeiân f : R -* R con- 
tinua, tal que f(x + y) = f (x) +/(j/) para cualesquiera X, y £ R, es de 
la forma f (x) = ax. En otros términos, todo homomorfismo continuo 
de R en sfmismo es del tipo X ax. 

Ejemplo 2. En el grupo aditivo C de los números complejos, la 
correspondencia 2 -♦ ~2 que a cada z asocia su conjugado H es un iso- 
morfismo de C sobre sf mismo. En efecto, como es sabido. 


z + UJ = Z + W, (2, w £ C) 


lo que prueba que la función 2 F es un homomorfismo. Como 2 ~ 2, 
es fácil concluir que 2 »-* Y es una permutación (además, involutoria) 
de C- Luego, 2 ~Z es un isomorfismo de C sobre sf mismo. 


Ejemplo 3. Consideremos el conjunto 0 de las funciones reales 
continuas en el intervalo cerrado acotado [a, &]. Recordemos (ej. 2, 
pág. 59) que 0 es un subgrupo del grupo aditivo F de las funciones 
reales en [a, b~\. Por tanto, G es un grupo aditivo con relación a la 
adición usual de funciones reales. La correspondencia de G en R dada 
por 


/ 


r b 

J a /(x) dx 


que a cada / £ G le asocia su integral en [a, £>], es un homomorfismo 
de 0 en R, pues 

j* b [f(x) + g(x :)] dx = p/U) dx + P g(x) dx; 

J a J a J a 


este homomorfismo no es un isomorfismo. 



Ejemplo 4. Como se advirtió ya (pág. 59), el conjunto D de las 
funciones reales derivables en [a, constituye un subgrupo del grupo 
aditivo F de las funciones reales en [a, bl. En consecuencia, D es un 
grupo aditivo con la suma usual de funciones reales. La correspon- 
dencia de D en F, dada por 


/ h. df/dx 

que a cada / € D le asocia su derivada, es un homomorfismo de D en F, 
pues 

djf + g) _ df_ + dg_ 
dx dx dx 

Este homomorfismo no es un isomorfismo. 

Ejemplo 5. Consideremos los grupos aditivosZ y Z/p, el primero 
respecto a la adición usual y el segundo respecto a la adición módulo 
p, para un p s 1 dado. La función r: Z Z/p que a cada x € Z le aso- 
cia el residuo de dividir x entre p, es un homomorfismo, esto es, 

p 

r(x + y) = r(jc) + r{y), {x, y € Z). 

En efecto, dividiendo x e y entre p, tendremos 

x = $p + m, y - q'p + m', 

donde q y q' son los cocientes y m y m' los residuos. Entonces, r(jí) = 
= m y r(y) - m 1 , Para calcular m + m', se divide m + m' entre p, lo que 
da 


m + m' = + m", 

p 

donde es el cociente y m" es el residuo. De ahf, m" =m+ m 1 . Ahora, 

x + y = (q + q')p + (m + m') = (3 + g' + q" )p + m" 

y, en virtud de la definición de residuo de una división, se concluye 
que 

r p 

r(x + y) = m" = m + m' = r(x) + r(y). 


como se deseaba. 

Los ejemplos dados arriba ilustran la variedad de casos en mate- 
mática elemental en los que aparece la noción de homomorfismo, E1 
áltimo es el único que no se acostumbra a presentar como posible 
candidato a ejemplo de homomorfismo. 

En el caso de grupos multiplicativos G y H, un homomovfismo es 
una función/: G -* H, que posee la siguiente propiedad multiplicativa 


f(xy) = f(x)f(y), (x, y£G), 



Notemos que, entonces 


/(0) = 0, /(jT 1 ) = [/(jc)]- 1 . 

La demostración es análoga a la del caso aditivo y, por tanto, será 
omitida. La función que a todo elemento de G le asocia la unidad de H 
esun homomorfismo que por eso se denomina homomorf-Lsmo unidad . 

Además de los casos en que tanto G como H son grupos aditivos o 
multiplicativos, podemos considerar dos casos mixtos: el de G aditivo 
y H multiplicativo y el de G multiplicativo y H aditivo. En el primer 
caso, un homomorfismo/: G -* H es una función tal que 

f{x + y) = f{x)f{y)> {*> ì /€ í?)ï 

y, en el segundo, una función/: G -* H para la cual 
fixy) = f{x) + / (y), ( x, y € G). 

En cualquier caso, se define un isomorfismo de G en H como un 
homomorfismo biunívoco de G en H. A todo isomorfismo de í? sobre H 
se le da el nombre de isomorfismo entre G y H. Cuando existe al me- 
nos un isomorfismo de G sobre H, estos dos grupos se dicen isomorfos 
o iguales salvo por isomorfismos . De una manera general, se dice 
que H es una imagen homomorfa de G si existe, al menos, un homo- 
morfismo de G sobre H. 

Es claro que 

/( 0 ) = e, f{-x) = fixV^ofie) = 0 , f{x~ x ) = -f(x) 

conforme al caso considerado. También se emplean las denominacio- 
nes de homomorfismo obto o unidad, según sea H aditivo o muitiplica- 
tivo. 

Ejemplo 6. Consideremos un plano euclideano P y un punto 0 de P. 
A cada nvimero real h ^ 0, asociemos una homotecia 1\ de P de centro 
0 y razón h. Sabemos que 

i — > 

--o h(KW) = h(K)fo(Jz'), si hubiésemos empleado la notacidn h(H) en vez 
de - o sea, la correspondencia K *-* es un homomorfismo del gru- 
po multiplicativo C* (pág. 5 2) en el grupo multiplicativo de las homo- 
tecias de centro 0 (pág. 62). Es claro que esta correspondencia es 
también un isomorfismo entre los dos grupos. 

Ejemplo 7. Indiquemos con R+ el grupo multiplicativo de los nú- 
meros reales > 0 (pág. 61) y sea a £ R un numero real^fijo. La 
función /: R+ -► R+ dada por X of es un isomorfismo de R+ sobre sf 
mismo, pues f(xy) - (xyÝ = -f(x)f(y). Cuando a = 0, / es el ho- 

momorfismo unidad. Si a ^ 0, entonces / es un isomorfismo de R+ 
sobre sf mismo. 



Ejemplo 8, La correspondencia z »-* z, que a todo número com- 
plejo z Ý 0 le asocia su conjugado, es un homomorfismo del grupo 
multiplicativo C* (pág. 52) sobre sf mismo. Es lo que traduce la 
propiedad conocida. 


zw = zw (z, w £ C*). 

Luego, de z = Z resulta que z w 2 es un isomorfismo de C 5lî sobre sf 
mismo. 

Ejemplo 9. La correspondencia x |jff| que a todo número real 
x ^ 0 le asocia su valor absoluto, es un homomorfismo del grupo mul- 
tiplicativo R* en el grupo multiplicativo R+, puesto que 

\xy\ = \x\ • \y\ (x, y € R*). 

Análogamente, la correspondencia de z *■* | Z | que a todo numero com- 
plejo z le asocia su módulo es un homomorfismo del grupo multiplica- 
tivo C* en el grupo multiplicativo R+, pues 

| zw | = | r| * | io| (z, W £ C*). 

Ambos actáan sobre C+» pero no son isomorfismos. 

Ejemplo 10. Consideremos el grupo multiplicativo S de las seme- 
janzas en un plano P (págs. 61-63). Dada la semejanza s € S, escri- 
bamos s = thr, donde t es una traslación, h es una homotecia de razón 
k / 0 y r es una rotación. Representemos con d(x, y) la distancia de 
dos puntos x, y € P. Es claro que una traslación y una rotación no 
alteran las distancias, esto es 

d[t(x), tiy)] = d(x, y) y dir(x), r(y )] = d(x, y), (x, y£P). 

Por otro lado, toda homotecia altera las distancias en una razón cons- 
tante > 0, pues 

d\h(x), h(y )] = \k\ * d(x, y), (x, y€P). 

De ahf resulta 

dï(hr)(x), (hr)(y) J = d\h{r(x) j, h{r(y)) J = \k\ • d(.r(x), r(y) J = 

= \h\ * d(x, y) 

y, por tanto, 

d\(thr)(x), (thr)(y)~) = d{t{(hr)(x)}, t{(hr)(y))'] = 

= d{(hr)(x), (hr)(y))-\k\ • d(x, y), 

o sea, 

d{a(x), a(y)] = \k\ * d(x, y). 


(x, y £ P), 



lo que muestra que toda semejanza altera las distancias en una razón 
constante > 0. Esta razân constante, que obviamente está perfecta- 
mente determinada por s, se denomina razSn de la semejanza s y se 
representa por |s|, y está caracterizada por la igualdad 

d\_s{x), s( 2 /)] = |s| • d{x, y), (x, y € P). 

La correspondencia s h* | s |, que a cada semejanza asocia su ra- 
zón, es una función de S en R+ y, más que eso, es un homomorfismo. 
En efecto 

d[(fi6')(jC), (SS')ÍÏ/)] = íítsts'ÍX)], S[S’(1/)]] = | S | • 

• dis'(x), e'( 2 /)] = |s| • |s' | • d(x,y), 
lo que prueba que |ss'| = |s| • |s'| (s, s' £ S). 

Ejemplo 11. La función /: R -* R+ dada por x »-* a x (donde CL es un 
número real > 0, pero ^ 1) es un isomorfismo del grupo aditivo R so- 
bre el grupo multiplicativo R+, pues/(jc + y) = a x+y = a x a y ~f(x)f(y) y 
/ es biunfvoca de R sobre R+. La correspondencia inversa g\ R+ -*R, 
dada por x *-* log a ^, es un isomorfismo del grupo multiplicativo R+ so- 
bre el grupo aditivoR,^pues g(xy) = log Jxy) = log^x + log a j/ = g(x) + Q(y) 
y g es biunfvoca de R+ sobre R. E1 grupo aditivo R y el grupo multi- 
plicativo R+ son, pues, isomorfos. 

Ejemplo 12, La correspondencia z h* a z (donde a > 0 es un ndmero 
real íijo) es un isomorfismo del grupo aditivo C sobre el grupo rrLulti- 
plicativo C*. Análogamente, la correspondencia x ^ a lx es un homo- 
morfismo del grupo aditivoR sobre el grupo multiplicativo T(pág. 64). 
Por último, la correspondencia x i-* a 3TTlx es un homomorfismo del gru- 
po aditivo Q sobre el grupo multiplicativo de las rafces complejas de 
la unidad (pág. 64). 

Ejemplo 13. La correspondencia a -* r s que asocia a todo número 
real la rotación r a alrededor del punto fijo 0 es un homomorfismo del 
grupo aditivo R sobre el grupo multiplicativo de las rotaciones alrede- 
dor de 0 (págs. 61-62). 

A todo homomorfismo /:(?-*(? de un grupo G en sf mismo, se le 
denomina endomorfismo de G, Llámase automorfismo de G a todo iso- 
morfismo de G sobre sf mismo. Los casos 1 (pag. 67) y 7 (pág. 69) 
antes vistos constituyen ejemplos de endomorfismos y de automorfis- 
mos, si a ^ 0. 

Obsérvese que la transformación idéntica I: G G es siempre un 
automorfismo del grupo G. En todo grupo aditivo G, la corresponden- 
cia x ^ ~x es un automorfismo de G, pues -(x + y) = (-x) + (~y) y esta 
correspondencia es biunfvoca de G sobre sf mismo. Lo mismo puede 
decirse de la correspondencia x 1-4 JG'” 1 en el caso de un grupo multipli- 
cativo conmutativo G. En la ausencia de conmutatividad, /: x -* xT 1 no 
es un homomorfismo de G en sf mismo, pues la igualdad que / satis- 
face es f(xy) ~f(y)f(x) y nof(xy) -f(x)f(y). De ahf la siguiente defi- 
nición: Dados dos grupos multiplicativos G y H, llámase antihomo- 
morfismo de G en H a toda función/: G -* H tal que 



f{xy) = fiyìf(x) 


(x, y € <?). 


Las nociones de antiisomorfismo, antiendomorfismo y antiauto- 
morfismo se definen de manera similar. Asf, pues, x . X '" 1 es un 
antiautomorfismo de todo grupo multiplicativo. 

Proposición 1. Si /: G -* H y g : H I son homomorfismos entre los 
grupos £?, H e I, entonces gf:G~*Ies también un homomorfismo. 

Demostraciôn. Para fijar la notación, supongamos que G, H e I 
son aditivos. Entonces 

(af)(x + V) = g[f(x+y)ì = g[f(x)+f(y)} = g[f(x)}+g[f(y)} = 

= (gf)(x) + (gf)(y) 


para x, y £G, como se querfa. 

Proposición 2. Si f: G -* H es un isomorfismo del grupo G sobre el 
grupo H, entonces/" 1 : H -* G es un isomorfismo de H sobre G. 

Demostracion. Se sabe ya (pág. 16) que/ _1 es biunfvoca de H so- 
bre G. Resta probar que Z" 1 es un homomorfismo. Para fijar las ideas 
vamos a suponer que G y H son aditivos. Dados u, v € fí, escribamos 
X = f~ x {u), y = / _1 (u). Entonces, 

f(x + y) = f(x) +f(y) = u + v, 

lo que prueba que / _1 (u + v) = X + y, o sea, /” 1 (u + u) = / _1 {u) +/ _1 (y), 
como se querfa. QED 

Ejercicios 

1. Todo subgrupo diferente de 0 del grupo aditivo Z es isomorfo a 

Z. 

2. Para que un homomorfismo/: G H, en el caso de grupos adi- 
tivos, seaun isomorfismo, esnecesario y sufïcïente que /(Jí)= 0 =* X= 0. 
De igual modo para el caso multiplicativo. 

3. Todo endomorfismo del grupo aditivo Z es de la forma x *-* CL.c, 
donde a € Z. En particular, todo endomorfismo diferente del endo- 
morfismo 0 de Z es biunfvoco. Z tiene apenas dos automorfismos, a 
saber: x^xyx^-x. 

4. Todo endomorfismo del grupo aditivo Q es de la forma X »-* ax, 
donde a € Q. En particular, todo endomorfismo diferente del endo- 
morfismo 0 de Q es un automorfismo. 

5. La correspondencia dada por 

x i-» exp(2ir tx/p) 

es un isomorfismo del grupo aditivo Z/p sobre el grupo multiplicativo 
de las rafces complejas p-ésimas de la unidad. 



6. EX grupo multiplicativo de las rafces complejas p-ê simas de la 
unidad posee p endomorfismos, a saber: x e* — 0, 1, . , ., p- 1). E1 
endomorfismo x z? es un automorfísmo si, y sdlo si, n es primo 
relativo con p. En particular, si p es primo, y solamente en este ca- 
so, todo endomorfismo diferente del endomorfismo unidad es un auto- 
morfi smo. 

7. E1 conjunto de las funciones x *-* az + ì> (a, £>, z £ C, a ^ 0) es 
un subgrupo del grupo C! de las permutaciones de C. E1 grupo cons- 
tituido por estas funciones es isomorfo al grupo de las semejanzas de 
un plano euclideano. 

8. Sea /: G -* H un homomorfismo del grupo G en el grupo H. Para 
todo subgrupo X clQ, f(X) es un subgrupo de H. En partìcular, f(G) es 
un subgrupo de H. Para todo subgrupo Y C-H, /"*(/) es un subgrupo de 
G . Si G es conmutativo, el grupo/((7) es también conmutativo. 

9. E1 conjunto de los automorfismos de un grupo G es un subgrupo 
del grupo G\ de las permutaciones de G. Lo mismo puede decirse del 
conjunto formado por los automorfismos y antiautomorfismos de G. 

10. Sea G un grupo multiplicativo. Todo elemento a £ G determina 
una permutacìdn / ft : G -* G de £?, a saber: la permutacìón dada por 
X *-* dx. Demostrar que la correspondencia que a cada a € G asocia 
/ ft € Gl es un isomorfismo de G en G! En particular, todo grupo mul- 
tiplicativo es isomorfo a un grupo de transformaciones de un conjunto 
(teovema de Caytey). La correspondencia que a cada a € £? le asocia 
la permutación x xa del conjunto G es un antiisomorfismo de G en G\ 

11. Sea G un grupo aditivo. Consideremos también un conjunto H 
y una correspondencia de H X H en H que, a todo par (x, y), asocia el 
elemento x + y. Sif:G-*Hes una función tal q\ief(x + y) ~f(x) +/(y), 
entonces el conjunto f (G) constituirá un grupo aditivo (aunque H no sea 
un grupo aditivo) en relación con la referida correspondencia. Idem 
para los grupos multiplicativos. 

§ 5. MULTIPLOS Y POTENCIAS 

Consideremos un grupo aditivo G. Dado x € G, las expresiones x + 
+ X* X + X + X, . . . se representarán en forma abreviada por Zx t 
Zx, ... . De este modo, queda definido un producto nx de cada entero 
n 5s Z por cada elemento x € G. Se acostumbra extender la definición 
del producto ivc a los valores restantes del entero n del siguiente mo- 
do. Para n = 1 y n = 0, se define Ix - x y 0 x - 0 (el 0 del segundo 
miembro designa al 0 de G). Para n < 0, se define nx = ~[{-n) jc] y se 
observa que (-n)x tiene sentido (porque n <0=> -n> 0, que es un caso 
definido ya). Asociada, pues, a todo grupo aditivo £?, se tiene una co- 
rrespondencia (n, x) »-* nx defìnida de Z X G en G, que a cada entero n 
y cada x de G asocia el mûltìplo entero nx ^G àe x. 

Proposiciôn 1, La correspondencia (n, x) *-* Tíx de Z * G en G po- 
see las siguientes propiedades: 

1 . (m + n)x = mx + nx , 

Z. m(x + y) - mx + my. 



3. m(nx) = ( mn ) x, 


4. lx = x. 

Demostración. Si m s 2 y n ^ 2, el punto 1 resulta inmediatamente 
de la definición de máltiplo. Si se examinan por separado los casos 
m = 0, 1 y n = 0, 1, es fácil concluir la validez de 1, para msOynsO, 
Supongamos ahora que m s 0 y n < 0. Podemos tener m + ns0om + n< 
< 0. Para fijar ideas, supongamos m + n £ 0. Entonces, 

(m + n)x + (-n)x = [(m + n) + (-n)];c = mx, 

donde (m + n)jc = mx + nx, como querfamos. De forma semejante se 
compieta la demostración de ios casos restantes. La demostración de 
los puntos 2 y 3 se deja a cargo del lector. E1 punto 4 figura en la 
propia definición de múltiplo. QED 

Más adelante, cuando se estudie el concepto de módulo sobre un 
anillo, se verá que la proposición anterior expresa que todo grupo adi- 
tivo es un mddulo sobre Z. 

Otras propiedades, que se infieren fácilmente de las ya indicadas, 
son las siguientes: 

Ox = 0, mO = 0, (-l)x = ~x, (m - n)x = mx - nx, 
m(x - y) = mx - my, (~m)x = m(-x) = - mx, (- m)(-x ) = mx. 

La noción pertinente al caso de un grupo multiplicativo G es la de 
la potenc'ía entera. Si x € G, las expresiones xx, XXX, ... se repre- 
sentarán en forma abreviada por x?, X*, ...» etc. La potencia xf 1 pasa, 
entonces, a tener sentido para cada entero ns 2 y cada elemento x € G. 
La definición se completa para los demás valores de n, escribiendo 
X 1 = X y X° = e yjc" = (jtT*)” 1 para n < 0, donde el exponente -1 repre- 
senta el inverso. De este modo queda introducida una corresponden- 
cia (n, x) ^ / de Z X G en G, que a cada entero n y a cada x € G le 
asocia la potencia entera € G de x. 

Proposición 2. La correspondencia (n, x) x? de Z X G en G po- 
see las siguientes propiedades: 


1. ^ +B = 

2. (xy) m = yfy m , si es que xy = yx, 

3. (x*)* = 

4. xf- = x. 

La demostración es análoga a la de la proposición precedente y 
será omitída. Advìértase solamente que el punto 2incluye la condición 
de que los elementos x e y conmuten. En particular, el punto 2 es vá- 
lido para cualquierpar de elementos de un grupo conmutativo. Se deja 
al lector la tarea de enunciar las propiedades de las potencias que son 



análogas a las arriba indicadas para los múltiplos. Notemos que xT 1 
podrfa tener dos sentidos: la potencia de exponente - 1 y el inverso 
multiplicativo. Ambas interpretaciones coinciden. 

Las nociones de múltiplo o potencia entera dan lugar al concepto 
de orden de un elemento de un grupo. Como en matemática elemental 
se acostumbra mencionar este concepto explfcitamente sólo en su ver- 

sión multiplicativa, comenzaremos introduciéndolo en el caso de los 
grupos multiplicativos. 

Sea G, pues, un grupo multiplicativo. Dado un elemento x € G, 
examinemos el conjunto fí de los enteros n tales que x? = e, esto es, el 
conjunto de los exponentes n de las potencias de x iguales a la uni- 
dad. Afirmamos que este conjunto fí de enteros es un subgrupo del 
grupo aditivo Z. En efecto, yP - e , esto es, 0 € fí. Además, si y? = e 
y y? =s e, entonces jc” 411 = y? 3 ? = ee - e, esto es, m, + 

Finalmente, si y? - e, entonces x~ m — (x 18 )" 1 - e~ l - e, esto es, m € fí => 
=* -m € fí, lo que completa la demostración de nuestra aserción. Apli- 
cando la proposición 5, página 64, vemos que existe un entero natural 
p, determinado por la propiedad de que fí coincide con el conjunto de 
los múltiplos enteros de p. Dìcho p recibe el nombre de orden de x. 
Resumiendo, el orden p de x es el entero natural caracterizado por 
las dos propiedades siguientes: 

1. y? = e y, de un modo más general, yf = e, para cualquier múl- 
tiplo m € Z de p. 

2. si x? - e, m € Z, entonces m es un multiplo de p. 

Otra forma usual de enunciar estas dos propiedades es como sigue: 
dos potencias yp y xP (m, n € Z) coinciden si, y sólo si, m = n (mód. p). 
En efecto, xP - X? equivale a jc 0-11 = e, que, a su vez, equivale a que 
m - n sea un múltiplo de p. 

E1 elemento x se dice liòre cuando su orden p es igual a 0, En 
otros términos, si yf 1 = e exige que m - 0; o, también, si yf = x? sólo 
cuando m — TL Cuando el orden p es mayor que cero, x se dice periâ- 
dieo y, entonces, también se acostumbra llamar a p el per'Codo de x. 
En este caso, p es el menor entero > 0 tal que x? = e. E1 elemento 
unidad e es periódico de perfbdo 1 y es también el unico elemento con 
esa condición. 

Ejemplo 1. Consideremos el grupo multiplicativo C*. Una rafz 
compleja p-ésima de la unidad, donde p > 1 es un entero, es por defi- 
nición un 5 r € C* tal que z v = 1. En otros términos, el conjunto de las 
rafces complejas de la unidad, de orden no especificado, es el conjunto 
de los elementos periódicos de C*. Como es sabido, en álgebra ele- 
mental se define una ra£z primitiva p-ésima de la unidad como cual- 
quier z € C 5lí que satisface la ecuación z v = 1 y, en el caso p > 2, no 
satisface ninguna de las ecuaciones z* = 1 (n = l,...,p-l). En otros 
términos, una rafz primitiva p-ésima de la unidad es un elemento de 
perfodo igual a p en el grupo multiplicativo C*. 



Ejemplo 2. Dado un plano euclideano P y un punto 0 € P, la sime- 
trfa 8: P -* P que a cada X € P le asocia su simétrico s(x) (con relación 
a 0 ), goza de la propiedad de que s[s(at)} = x para todo x € P, o sea 
SS = I, donde I es la transformación idéntica. De una manera más 
general, sea f\E-*E una permutación de un conjunto E t tal que f 3 = I 
(esto es, ff ~ I). La condición/ 2 = J es equivalente a Z" 1 = /, de mo- 
do que / es simplemente una permutación involutoria de E. Ahora, 
f À = X nos dice que / es un elemento periódico del grupo El de las per- 
mutaciones de E y que su perfodo p es un divisor de 2, esto es p = 1 o 
p = 2. E1 caso p — 1 se verifica sólo cuando / = I. En otros términos, 
las permutaciones involutorias de un conjunto E, distintas de la trans- 
formación idéntica, son los elementos de perfodo 2 del grupo E1 En 
matemática elemental existen varios ejemplos, como las simetrfas, 
de transformaciones de perfodo 2. 

En el caso de un grupo aditivoG, la noción de orden de un elemento 
X € G es introducida de manera similar a partir de la ecuación nx ~ 0 
(en sustitucidn de y? = e). E1 orden p es el entero natural caracteri- 
zado por las dos propiedades siguientes: 

1. px = 0 y, de un modo más general, mx = 0 cualquiera que sea el 
múltiplo m € Z de p. 

2, si mx - 0, m € Z, entonces m es un múltiplo de p. 

Los demás comentarios que se hicieron en el caso multiplicativo 
pueden ser repetidos aquf con las modificaciones pertinentes. 

Ejemplo 3. Consideremos el grupo aditivoZ/p y, para fijar ideas, 
tomemos p = 6. En este grupo, el elemento I es periódico de perfodo 

S 6 6 

6, pues las sumas 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . son todas diferentes de cero 

siempre que el nómero de sumandos sea menor que 6. E1 elemento 2 

6 6 6 

es de perfodo 3, puesto que 2+2=4^ 0, 2+2+2 = 0. De igual for- 
ma, 3 tiene perfodo 2, 4 tiene perfodo 3 y 5 tiene perfodo 6. 

Las nociones de multiplos y potencias dan lugar a una categorfa de 
grupos extremadamente simple, a saber: los grupos cfclicos. 

Dados un grupo aditivo G y x € G> el conjunto B de los múltiplos en- 
teros nx > 71 € Z, de X constituye un subgrupo de G. En efecto, 0 = 0x € 
€ H y si mx y nx son dos elementos de H, entonces mx - nx = {m - n)x 
será también un elemento de H. E1 grupo H tiene la propiedad de con- 
sistir de los multiplos de un cierto elemento x. Un grupo aditivo se 
dice c'Cclico cuando contiene al menos un elemento x , cuyos varios 
múltiplos nx, n € Z constituyen todo el grupo. Este X recibe el nom- 
bre de generador del grupo. 

Las consideraciones precedentes se repiten trivialmente para los 
grupos multiplicativos. Se dice que un grupo multiplicativo es cCciico 
si contiene, por lo menos, un generador cuyas potencias forman todo 
el grupo. Obsérvese que un grupo multiplicativo cfclico es, por fuer- 
za, conmutativo. En efecto, si y = x? y z = X? son dos elementos del 
grupo (donde x es el generador considerado), entonces yz - = 

= = jc n+m - X ra = zy, como querfamos. 



Vamos a mostrar ahora que losgrupos cî'clicos pueden clasiíicar se 
completamente salvo por isomorfismos. Para fijar la notación, con- 
sideremos el caso de un grupo aditivo G con generador x. Llamemos 
p al orden de x (pág. 26). Hay que dìstinguir los casos siguientes: 

1 . p - 0. Comencemos por recordar que m, n € Z, m î n, impli- 
can mx TIX, esto es, que los multiplos de X son distintos dos a dos. 
Luego, G es infinito (o sea, contiene una infinidad de elementos). 
Afirmamos, entonces, que G es isomorfo al grupo aditivo Z. En efec- 
to, consideremos la correspondencia / de Z en G dada por x »-* nx. 
Observemos que / es un homomorfismo, pues f(m + n) = (m + n)x = 
-f(m) +/(n). Además, / es inyectiva, pues m ^ n implica mx nx , co- 
mo ya notamos (o sea, f(m) ^ f(n)). Por ultimo, / actua sobre G, pues 
dado y €G, la hipótesis de ser G cfclico permite escribir y = nx, esto 
es, y - f(n). Esto completa la demostración de que / es un isomor- 
fismo entre Z y G. 

2. p > 0. Para comenzar, advirtamos que G consiste de los ele- 
mentos (distintos dos a dos) siguientes: 0, x, Zx, . . . , (p - l)x En 
efecto, todo y € G es (por la hipótesis de ser G cíclico) de la forma y = 
= nx t n € Z. Dividiendo n entre p y llamando q al cocìente y r al re- 
siduo, tendremos n = qp + r, de donde V — nx ~ (qp + r)x ~ (qp)x + rx ~ 
= q(px) + rx ~ q 0 + rx = rx y basta observar que 0 rz r <. p - lpara 
concluir que y es uno de los elementos 0, x, Zx, . . . , (p - l)x. Además, 
estos elementos son distintos dos a dos, pues si tuviésemos 0 £ m < 
< n <. p - 1 y mx = nx> también tendrfamos (n - m)x = 0. Por la defini- 
ción de orden p de x, la diferencia (n - m) debiera ser unmultiplo de p, 
lo que es imposible, ya que 0 < n - ïïl < p - 1. De ahf resulta, en par- 
ticular, que G es finito y formado por p elementos. Afirmamos, en- 
tonces, que G es isomorfo al grupo aditivo Z/p. De hecho, considere- 
mos la correspondencia / de Z/p en G dada por n nx. Esta/ es un 
homomorfismo. Para mostrarlo, tomemos m, n € Z /p, dividamos m + 

p 

+ n entre p y sean q el cociente y r el residuo. Tenemos m + n = r, 
m +n = qp + r, de donde (m + n)x-(qp + r)x = q(px) + rx = rx, o sea rx = 
v 

= mx + nx, es decir f (m + n) - f (m) + f (n), como querfamos. Además, / 
es inyectiva, pues m, n € Z/ p, m ^ n, implica mx 4 nx (pues los ele- 
mentos 0, x, Zx, . . . , (p - 1)jí son distintos dos a dos), of(m) ^f(n). 
Finalmente, / actua sobre G, pues, como ya dijimos, todo y € G es de 
la forma y = nx, n € Z/p, o y =f(n). Queda asf completa la demos- 
tración de que / es un isomorfismo entre Z/p y G. 

Como estos dos casos son los únicos a considerar (salvo por la 
cuestión de notación aditiva o multiplicativa), podemos resumir la 
discusión precedente del siguiente modo: 

Proposición 3, Todo grupo cfclico infinito es isomorfo al grupo 
aditivo Z. Todo grupo cfclico finito con p > 1 elementos es isomorfo 
al grupo aditivo Z/p. 

Ejemplo 4. Consideremos el grupo multiplicativo de las rafces 
complejas p-ésimas de la unidad (pág. 64). Se sabe, del álgebra ele- 
mental, que sólo existen p rafces p-ésimas de la unidad, a saber: 


gS^i/p ( n ~o, 1, 21). 



Si se escribe X = e 3TT1 / p , vemos que los varios elementos de este grupo 
son las potencias x?(n - 0, 1, 2, . . . , p - 1) de x, lo que prueba que el 
grupo es cîclico con p elementos y que X es uno de sus generadores. 

Ejercicios 

1. En todo grupo conmutativo, el conjunto de los elementos perió- 
dicos es un subgrupo. Mostrar, con un ejemplo, que lo mismo puede 
ser verdad aun en la ausencia de conmutatividad. 

2. Todo elemento de un grupo finito es periódico. 

3. Un grupo cfclico infinito sólo admite dos generadores. Dos 
grupos cfclicos infinitos siempre son isomorfos y entre ellos existen 
sólo dos isomorfismos posibles. 

4. Un grupo cîclico finito con p s 1 elementos, admite cp (p) gene- 
radores, donde cp(p) indica el ntimero de términos de la secuencia 1, 
2, . . . , p - 1 que son primos con psipa2yco(l)=lfcp recibe el nom- 
bre de funo'íân de EuZer). Dos grupos ciclicos finitos con p elementos 
son siempre isomorfos y entre ellos existen cp(p) isomorfismos posi- 
bles. 

5. E1 orden de todo elemento de un grupo cfclico finito G divide al 
nómero de elementos del grupo. 



ANILLOS 


La teoría de los anillos nació del estudio de temas relacìonados con 
la divisibilidad entre enteros, del estudio paralelo de la divìsibilidad 
entre polinomios y de la teorfa de cuerpos tales como la de los núme- 
ros racionales, reales, complejos, algebraicos, de los cuaterniones, 
de las fracciones racionales, de las funciones algebraicas, etc. Al 
prìncipìo, fueron los problemas de la teorfa de números y de ia geome- 
trfa algebraica los que dieron lugar a los conceptos de anillo, cuerpo e 
ideal. En su forma axiomática, tales nociones fueron concebidas por 
Dedekìnd y otrosafines del siglo pasado. Sus aplìcaciones al análisis, 
que reflejan las tendencìas recientes de algebrización de esta rama de 
las matemáticas, datan apenas del segundo cuarto de nuestro siglo, 

§ 1. ANILLOS CONMUTATIVOS 

En muchos de los conjuntos sobre los que trata el álgebra elemen- 
tal es posible sumar y multiplicar dos elementos del conjunto. A tftu- 
lo de ejemplos sencillos, consìderemos los casos siguientes: 

Ejemplo 1. En eì conjunto 2 ae ios enteros tenemos aos operacio- 
nes, una de adición y otra de multiplicación, que a cada par ordenado 
(x, y) asocian, respectivamente, un elemento x + y € Z llamado la su- 
ma de X e y, y otro xy € Z, que recibe el nombre de producto. Con 
respecto a la suma, Z es un grupo aditivo (págs. 47-48). Asimismo, 
la multiplicación es conmutativa, asociativa y distributiva con respec- 
to a la suma, esto es 

xy = yx, x{yz) = (xy)z, x(y + z) - xy + xz, 

Notemos que Z no constituye un grupo multiplicativo con respecto a la 
multiplicación (^por qué?). Análogamente, cada uno de los conjuntos 
Q, R y C (pág. 1) posee las propiedades que acaban de ser indicadas 
para Z en relación con las operaciones de suma y multiplicacidn habi- 
tuaies. Resaltemos apenas una aiferencia entre el caso de Z, por una 
parte, y el de Q, R y C por la otra: el conjunto Q' 1 ' de los ndmeros ra- 
cionales diferentes de 0 constituye un grupo multiplicativo con respec- 
to a la multiplicación usual (pág. 5 1), y lo mismo puede decirse de los 
conjuntos R* y C* (pág. 52). Sin embargo, el conjunto Z* de los ente- 
ros no nulos, no es un grupo multiplicativo (,;por qué?). Esta obser- 
vación será más tarde reforzadacon la distinción entre anillos y cuer- 
pos. 


Ejemplo 2, Consideremos el conjunto F de las funciones reales de 
variable real definidas en un intervalo [a, Ya hemos definido la 

suma / + g € F de dos funciones /, g € F (pág. 46). Anadamos ahora la 
definición del producto /g € F como la función tal que 



(fg)(x) = f{x)g(x) 


para jff € [a f h\ , o sea fg es la función que en el punto X toma el valor 
f(x)g(x). Tenemos ahora dos operaciones en F, una de suma y otra de 
multiplicación. Sabemos ya (pág. 47) que F es \in grupo aditivo con 
respecto a esta suma. Además, afirmamos que la multiplicación en F 
es conmutativa, asociativa y distributiva con respecto a la suma. En 
efecto, 


(fg)(x) = f(x)g(x) ỳ (gf)(x) = g(x)f(x), 

de donde (fg)(x) = (gf)(X), para todo X £ [a, b\, o sea fg = gf. Ade- 
más, 


íí(gh)\(x) = f (x)i(gh)(x) ] = f(x)ig(x)h(x)\ 

í(fg)h\(x) = \_(fg)(x)\h(x) = U(x)g(x)\h(x), 

de donde íf(gh)ì(X) = l(fg)h\(x) para todo JC € [a, b\, lo que significa 
f(gh) = (fg)h. Por último, 

[f(0+h)](x) = f(x)l(g + /ì)(j?)] = Í(x)lg(x) + h(x)\, 

(fg + fh)(x) = (fg)(x) + (fh)(x) = f (x)g(x) + f{x)h(x), 

o sea lf(g +^t)] (#) = (fg + fh)(x), para todo X € [a, 6], esto es f (g + h) = 

= fg + fh. 

La analogía entre el conjunto-F dotado de las operaciones de suma y 
multiplicación y los conjuntos Z, Q, R y C es patente. 

Notemos que el hecho de que las funciones reales que constituyen F 
estén definidas sólo en un intervalo cerrado [a, b~\, o definidas en la 
recta R o hasta en un cierto conjunto E arbitrario, no altera en nada la 
esencia de este ejemplo. 

Ejemplo 3. Designemos con R [x\ al conjunto de los polinomios rea- 
les de una varïable real X (pág. 2). SiP y Q, dados por 

p(x) = a 0 + a x x + . .. + CL n x m , q (x) = h 0 + h Y x + . . . + h n x a 

fueran dos polinomios, definamos la suma de p y q por 

(p + q )(x) = (a 0 + b 0 ) + (a x + bi)x + (a 2 + b z )x 2 + .. . , 

o sea p + q es el polinomio que se obtiene sumando los términos del 
mismo grado en p (x) y q (x). Definamos también el producto pq por 

(pq)(x) = a 0 fco + (ûb*i + aifco)# + (a 0 & 3 + aihi + a z b Q )x* + ... + a n b a x m+a 

o sea pq es el polinomio obtenido al multiplicar cada término dep (^) por 
cada término de g(x) y reducir términos semejantes. Como es sabido 
por álgebra elemental, el conjunto R[jc] posee, con respectoa la adi- 
ciôn y a la multìplicación, todas las propiedades de los ejemplos 



precedentes. Por ejemplo, además de la expresión para (pq)(x) pre- 
sentada antes, tenemos también que (£.P)(.3ff) — boCía + (Ì>oQi + £>ia 0 )# + 
+ ( b 0 a 2 + ibiûi + b 2 a Q )x 3 + . . . + b n a a j? +m t de donde (PQ)(X ) = (qp)(x) para 
cualquier X real o sea que pç[ — QP. Del mismo modo se prueban todas 
las otras propiedades. Sin embargo, el modo más cómodo de verifì- 
carlas consìste en reducirlas al ejemplo anterior. En efecto, no- 
temos que por ser (p + q )(*) = (a 0 + b 0 ) + (a x + &i)jc+ . . . , se tìene 
que (p + Q )(#) = p(x) + Q (x); en otros términos, la suma p + Q de dos po- 
linomìos es precisamente laquese obtiene pensando en p y Q como fun- 
ciones de la variable real x y procediendo como en el ejemplo 2. Lo 
mismo para el producto, pues de (pQ ){:*?) = a 0 b 0 + (ai^o + a 0 bi )x + . . . re- 
sulta que (PQ)(x) = p (X)Q(X). Ahora bien, como las leyes conmutativa, 
asociativa, etc. son satisfechas entre funciones cualesquiera (ejemplo 
2), ellas son en particular satisfechas entre polinomios. Un pequefío 
comentario: uno de los motivos por los cuales es más cómodo verificar 
las leyes conmutativa, asociativa, etc. para polinomios a partir de las 
mismas leyes para las funcìones es que la expresìón del último térmi- 
no en (p + 5 )(JtT) = (a 0 + &o) + (ai + bi )X + . . . depende del hecho de ser 
ïïl < n f m = 71, o bìen ïïl > 71 (donde ïïl y ïl son los grados de P y Q ). 

Lo que se acaba de indicar para RCjí] se repite sinmayores comen- 
tarios para el conjunto de los polìnomios complejos de una varìable 
compleja X , que se representará por 

En aritmética elemental se estudian las propiedades de las opera- 
ciones de adición y multiplicación en Z y Q, en tanto que el estudìo pa- 
ralelo de R, C, R[jtf] y C[jtf] es objeto del álgebra elemental. Por 
ejemplo, en aritmética se estudìan las cuestiones de divisibilidad y 
máximo y míhimo comûn múltìplos entre enteros, en tanto que en ál- 
gebra se hace un estudio semejante para polinomios. Si se quiere sin- 
tetizar estos varios aspectos comunes en una sola teorfa es necesario 
introducir los llamados anillos. 

Un aniVlo conmutativo es un conjunto A t donde están dadas dos ope- 
raciones, una de adición y la otra de multiplicación, que satisfacen las 
condiciones siguientes: 

1. En relacìón con la adìción, A es un grupo aditivo (son, pues, 

satisfechas las condiciones 1.5 de las págs. 47-48). 

2. La operacìÓn de multìplìcación es una función definida en A X A, 
con valores en A t que a cada par ordenado (Jtf, y ) de A X A le asocia un 
elemento xy 6 A t llamado el pvoduoto de Zos faotoves x e y. 

3. La multiplicaciÓn es conmutativa, esto es: 

xy = yx (x t y 6 A). 

4. La multìplicación es asocìativa: 

x(yz) = (xy)z (x, y, z 6 4). 

5. La multiplicación es distributiva con respecto a la adición: 


x(y + z) - xy + xz (x t y, z 6 A). 



Los varios conjuntos Z, Q, R, C, F, R[jí] y C[#], arriba mencio- 
nados, proveen ejemplos sencillos de anillos conmutativos. Por con- 
veniencìa, se acostumbra también representar el producto en un anillo 
por X • V t X * y, etc. 

Cerraremos esta sección mencionando un ejemplo de anillo fvnito, 
esto es con un numero finito de elementos. 


Ejemplo 4. Dado el entero p ^ 1, se sabe ya que el conjunto Z/p 
constituìdo por los enteros 0, 1, . . ., p - 1 constituye un grupo aditivo 

con relación a la adìción módulo p (págs. 49-50). Vamos ahora a exten- 
der la definicìón de multiplicacìón mÓdulo p y constatar que Z /p se 
vuelve, entonces, un anillo conmutativo. Si x, y € Z /p, definamos su 
producto mâdulo p como el residuo de la divisìón entre p del producto 
usual XV . Usaremos el símbolo x • y para desìgnar este nuevo pro- 
ducto. Es claro que la multiplìcación módulo p es conmutativa, pues 
x * y e y % X son los restos de la divisìón entre p de xy e yx t respec- 
tivamente, y xy = yx. La ley asociatìva 

* • (y • 2 ) = (X * p y) • z 


se verifìca exactamente como en el caso de la adición módulo p (pág. 
50), pues los dos mìembros precedentes son iguales al residuo del pro- 
ducto usual Xys dividìdo entre p. Verifiquemos la ley distributìva 

p , p , p ? p 

x* (y + z) = x • y + x 

p 

Para obtener y + 2, debemos dìvidir (y + z ) entrep. Sean q el cocien- 
te y r el residuo, tenemos 

p 

y + z ~ r, y + z = pq + r. 

P p P 

Además, para calcular x * (y + 2) = X * V, debemos dividir xr entrei?. 
Llamando q' al cocìente y r' al residuo, tenemos 

x l (y + z) = r', xr = pq' + r'. 


En consecuencia, 

x(y + z) = xpq + xr - xpq + pq' + r' - p(xq + q' ) + r', 

igualdad que pruebaque r' es el residuo de la división de X(y + 2) entre 
P: 


X • (y + Z) = residuo de dìvidir x(y + Z) entre p, 

p p 

Por otro lado, para calcular X • y y X • Z t hay que dividìr xy y Xz entre 
p . Sean $ y Q' los cocientes y fì y B' los residuos, se tiene 

x\y = B, xy = pQ + 7?; x P z ~ B' t xz = pQ' + B '. 

p p p p 

Además, para calcular X • y + X • z ~ B + B', debemos dividir B + B' 
entre p, lo que da un cociente Q u y un residuo B": 



x • y + x • z = i?". 


Jì + R' 


= + i?". 


De ahf resulta que 

+ xz = (pÇ + i?) + (pQ' +i9') = P(5 + Ç') + (i? + j 1 ?') = 

= + «' +e u )+i?'h 

ìgualdad que prueba que j 9" es el residuo de la dìvisión entre p de xy + 
+ XZî 

p p p 

• 2/ + x ♦ 2 1 - residuo entre p de Xy + xz. 

Como X(y + z) = xy + Jff#, se concluye que la multiplicación módulo p es 
dìstributiva con relación a la adición móduio p, como se querfa probar. 

Ejercicios 

1) Sean A \on grupo aditìvo y 0 su elemento cero, defìnamos una 
multiplicacíón en A mediante xy = 0 para cualesquiera x t y € A. Cons- 
tatar que A es , entonces, un anillo conmutatìvo. (Un anillo tal, en el 
que el producto de dos elementos cualesquiera es sìempre cero, es lla- 
mado un anillo trivial ). 

§ 2. ANILLOS ARBITRARIOS 

Todos los anillos aue habitualmente son mencìonados como tales en 
los cursos elementales de álgebra son conmutativos. Se encuentran, 
empero, ejemplos ìmportantes de conjuntos cuyos elementos pueden su- 
marse y multiplicarse; la adición es conmutatìva sin que la multìplìca- 
cìón lo sea. De ahf la necesidad del concepto más general de anillo no 
necesariamente conmutatìvo. 

Un anitto es un conjunto A f donde están dadas dos operaciones, una 
de adición y otra de multìplicacìón, tales que: 

1. Con respecto a la adición, A es un grupo aditivo. 

2. La multiplicación, definida de A X A en A, asocia a cada par or- 
denado (X, y) un producto xy € A, 

3. La multiplicación es asociativa: 

X(yz) = (xy)z (x, y, z € A). 

4. La multiplìcacìón es doblemente dìstributiva con respecto a la 
suma: 

x(y + z) = xy + xz t (y + z)x - yx + zx (x, y, z € A). 

En pro de la claridad, resaltemos que la condición 1 engloba, en- 
tre otras, a la condìción x + y = y + x, pero xy = yx no se satisface ne- 
cesariamente, como muestra el siguiente ejemplo. 



Ejemplo 1, Sean x^ y X 2 dos variables reales. Una función lineal 
homogénea, o forma lineal, en y Jfa es toda expresión del tipo OiJfii + 
+ a s X 3t donde Oi y a s son dos coefìcientes reales dados. Supongamos 
que dos variables reales V\ e y s esténligadas a X\ y x s por las ecuacio- 
nes 

yi = Oll^! + 012^2, 
y 3 ~ ogiJíi + 022^3, 

esto es, yi e y s son formas lìneales en X\ y X s . Como se sabe, se da el 
nombre de matris del sìstema anterior al conjunto de los cuatro coefi- 
cientes escritos ordenadamente tal como se presentan. ïndicando 
esta matriz con a t tenemos 


an ai S 
a 21 &22 

Representaremos con Ms(R) al conjunto de las matrìces reales de 
orden 2 , esto es con dos líneas y dos columnas y elementos «214 reales. 
La nocìón de matriz provìene del estudio de los sistemas lineales. Sìn 
embargo, es ìmportante aprender a pensar en matrices independiente- 
mente de los sistemas lineales que las determìnan: éstos se mencionan 
aquf sólo como motivación del concepto de matrìz y de las definiciones 
de suma y producto de matrices. Si, además de las relaciones arriba 
citadas entre yi t y s y X lt X 2t tuvìéramos las relaciones sìguientes en- 
tre ciertas varìables Z\, z s y X\ t X St 

Zi - Ì’nJíi + b ls X St 

2 S — h s \Xi + b^X^, 



con matriz 



entonces, escribiendo ti = y 1 + Z\ t t s = y s + z St las nuevas variables t x 
y t s se expresan por medìo de x^ y x s del siguìente modo: 

ti = (a u + hi )*i + (ai 2 + ^12)^2 


t s = (a 3 i + b ai )xi + (a ss + b ss )x s . 

Por tanto, es natural definìr la suma a + b de las matrices a y b por 


a + b 


( an + bn ai s + b ls 
agi + b S i a ss + b ss 


esto es a + b es la matriz obtenida sumando los elementos correspon- 
dientes de a y b. Supongamos, ahora, que además de las relaciones 



arriba escritas entre Xi, x 2 e M\, y s , tenemos dos nuevas variables ti 
y t 3 vìnculadas a X\ y X 3 por las relaciones 

Xi = &iiti + i>i s t 2 , 

X z = + t> 22 t a 

de matrìz b. Sustituyendo, entonces, las expresìones de x z en fun- 
cìón de t x y t 2 en las ecuaciones que dan Vi e y 2 , se tendrá 

y~l — (ûix^ll + )ti + (CXll£ l l 2 + Cïl2^32)t2» 

y% = + (^32^31 )ti + (&31&12 + ^ 22 ^ 22 )^ 2 , 

por este motìvo, definimos el producto ab de las dos matrices a y b por 

/&H &11 + £ZiaÔ 2 i ^11^12 &12^22\ 

ab =1 

Vû/gi^ll + Q'22^21 &2L^12 + a Z2 b Z2 / 


esto es db es la matriz cuyo elemento en la fila t y columna J se obtie- 
ne multiplicando ordenadamente los elementos de la fila t e n a por los 
elementos de la columna J en b y sumando los resultados, Lo que se 
acaba de indicar para las matrices de orden 2 se repite para las ma- 
trìces de orden n, esto es de n filas y n columnas. Se acostumbra re- 
presentar por [dij) a la matriz cuyo elemento genérico es ûu, sobren- 
tendiéndose que el primer fndìce (t) indìca la fila, y el segundo (J) la 
columna de ese elemento, t y J debenvarìar de 1 a n. Si a = (a u) y b - 
= se definen la suma a + b y e l producto ab por 


a + b = (au + b ti ). 



Afirmamos, pues, que con relación a la adición y multiplicacìón que 
acaban de definirse, el conjunto M n (R) de las matrices cuadradas de 
orden n con elementos reales es un anillo. A tftulo de ejemplo, verifì- 
quemos la ley asocìatìva ( ab)c = a(bc), donde a = (au), b = (bu) y c = 
= (C U ) son tres elementos arbitrarios de M n (R). Aplicando la definìción 
de producto, se tiene ab = (^ij), donde 

= L ai * h]íi ' 

k 


Por tanto, (ab)o = (Sjj), donde 


s U ~ r ib s hj 


X (X aik ^ kb ) Cb J ~ X ai Ab c bJ. 

b y / 


De un modo perfectamente análogo se halla que el elemento en la fìla t 
y columna J de a(bc) es también 





lo que prueba la igualdad (aì))C = ^(&C). E1 resto de la demostraciÓn 
de que M n (R) es un anillo es cuestìón de rutina y se deja a cargo del 
lector. Adviértase solamente que en el anìllo M n (R) el elemento cero 
es la matriz de orden n t cuyos elementos son todos iguales a cero. Por 
ejemplo, en el caso n = 2, tenemos 


( flu 0l2\ /0 0\ /0-11 + 0 Û12 + 0\ /&11 a 12 \ 

asi 0 ' 2 s/ Vo 0/ \ (X31 + 0 &22 +0/ \ÛÍ2l Q'&èJ 


lo que justifica nuestra asercìón. Además, la sìmétrica -a de una ma- 
triz a es la matriz obtenida tomando los simétricos -a u de los varios 
elementos CZu de a t cuya demostración es ìnmediata. 


Por último, mostremos que M n (R), n a 2, es un anillo no conmuta- 
tivo. Nos lìmitaremos a n = 2. Sean 


a 




dos matrices, la segunda de las cuales vamos a determinar. Se ve de 
inmediato que 



Es, pues, extremadamente fácil escoger los elementos de la matriz b 
de modo que ab ^ bai por ejemplo, basta tomar £>11 = 0, ^12 = 1, &21 = 0, 
b 2Z =0, o sea 


b 



Lo que acabamos de hacer para las matrices reales se repìte sin 
difìcultad para el conjunto M n (C) de lasmatrices complejas (Oij) de or- 
den n, esto es con elementos CZij € C. 

En todo anillo, las leyes asociativas de la adición y de la multipli- 
cación permiten definir sumas y productos de tres o más elementos 

x + y+z = x + (y + 2) = (x + y) + z t xyz = x(yz) = (xy)z t 

exactamente como en los casos de los grupos adìtivos y multiplicativos. 
Se emplearán los signos 2 y Í1 para abreviar sumas y productos. Fi- 
nalmente, se aplicarán las mismas reglas de omìsìón o inserción de 
paréntesis del álgebra elemental. Por ejemplo, xy + 2 signìfìca (xy) + 
+ 2. Otro ejemplo: -xy representa -(xy) t etc. 

Dìremos que dos elementos X e y de un anìllo conmutan sì xy = yx . 
Un an'íllo conmutativo es, precisamente, todo anillo donde dos elemen- 
tos cualesquiera conmutan. 



Proposición 1. En todo anillo A se tiene 

X. Ox = = 0, 2. -xy = {-x)y = x{-y), 3 . {-x){~y) = xy t 

4. x{y - z) = xy - xz, {y - z)x = yx - zx. 

Demostraciôn. Tenemos que Ox = (0 + 0)x = 0# + Ojí, de donde 0.r = 
= 0 (por el ftem 3, prop. 1, pág. 49). Análogamente para x0 = 0. 

Además, xy + {-X)y - [_x + (-jí)] y = Qy = 0, lo que prueba que -xy = 
- {-X)y . La demostración de que -xy = x{-y) es simìlar. 

Notemos ahora que {-X){-y) = -[j5(-2/)] - -{-Xy) = xy (por el ftem 1, 
prop. 1, pág. 49). 

Finalmente, x{y - z) = x\_y + {-z)~] = xy + x{-z) = xy + (- xz ) = xy - xz. 
De modo análogo, para {y - z) X = yx - zx. QED 

Obsérvese que en todo anìllo, la ley distrìbutiva es válida tambìén 
para una suma algebraìca de tres o más sumandos. Por ejemplo, 

t{x - y + z) = tx - ty + tz, 

Como es fácil verìficar. 

Un anillo A es, en particular, un grupo aditìvo, Por tanto, para to- 
do entero n € Z y todo X € A tiene sentìdo el múltiplo nx € A (pág. 73). 
No se debe confundir tal producto de un entero por un elemento del ani- 
llo con el producto de dos elementos del anìllo: en este último, los dos 
factores pertenecen al anìllo, en tanto que en el primero, uno de los 
factores es un entero y el otro es un elemento del anillo. 

Proposiciôn 2. Sin€ZyX, y € A, entonces 
n{xy) = {nx)y = x{ny). 

Demostración. Si n £ 1, se tiene 

n{xy) - xy + . . . +xy {n veces) = {x + . . . +x)y{nveces) = {nx)y. 

Si n = 0, notemos que 0{xy) = 0 y que (0 X)y = 0y = 0. Finalmente, 
si n < 0, caso en el que 71 = -N con N ^ 1, se tiene 

n{xy) = (-^) {xy) = -N{xy) - -{Nx)y = {-Nx)y = {nx)y. 

La demostración de que n{xy) = X{ny) es análoga. QED 

Si n = 1, 2, 3, ... , y x € A t se puede definir la potencia X? por me- 
dio de X = x, x = xx, xr = xxx, ... . A1 contrario de lo que vimos pa- 
ra los grupos multiplicatìvos (pág. 74), no se define en el caso general 
la potencìa X? para n^ 0 entero. Más tarde se volverá a tratar este 



Proposición 3. 

Si ïïi, 

n = 1, 2, . . 

• y X, y € A t se tìene que 

1 . 

x" ,+ " 

= x"x”, 

2. 

(xyf = xV 

sì es que xy = yx, 

3. 

(■**)“ 

= x*“. 

4. 

X 1 - X. 



La demostración es inmediata y será, por tanto, omitìda. 

Ejercicios 

1) Sea 7 el conjunto de las funcìones reales de variable real. Defi- 
namos en 7 una operación de adición y otra de multiplicación mediante 
(/ + g)(x) - f(X) + g(x) y (fg)(X) = flg(x) 3, donde /, g € 7 y x € R. Mos- 
trar que 7 satisface todas las condiciones de la noción de anillo, me- 
nos una. 

2) En cálculo vectorial del espacio euclideano tridimensional se 
consìdera el conjunto V de los segmentos orìentados, o vectores, de 
orìgen dado 0 y se definen la operación de adición (por la regla del pa- 
ralelogramo) y la multiplicación vectorial. Mostrar que *ìf satisface to- 
das las condiciones del concepto de anillo, menos una. 

3) En un anillo se tiene (-•£)" ~ ^ o (~xf = -X* según que el entero 
n s 1 sea par o impar. Mostrar que la fórmula del binomìo de Newton 

(x+yf = £ (ÎJxV 1 

1*1 


es válida siempre que xy = yx t 

4) Sea A un anillo con suma x + y y producto xy , Manteniendo la 
definición de suma, alteremos la definición de producto, escribiendo 
x • y ~ ~xy, Demostrar que, con respecto a las operacìones (X, y) h » 
>-* x + y f y (x ỳ y) -> x • y r A e s un anillo. 

5) Consideremos el anillo Z con respecto a la suma X + y y al pro- 
ducto xy usuales. Para que Z sea un anillo con respecto a la suma x + 
+ y y a un nuevo producto x • y 9 es necesario y suficìente que exista un 
& £ Z tal que X • y - axy, donde el producto axy se entìende en el senti- 
do usual. Un hecho sìmilar vale para el anillo Q. Idem para Z /p, 
donde ahora x * y = a • x • y. 

§ 3. SUBANILLOS 

La nocìón de subanillo es a la teoría de los anillos lo que la noción 
de subgrupo es a la teorfade grupos, o la de subconjunto es a la teorfa 
de conjuntos. Con pocas excepciones, cuando se consideran dos anillos 
A y 3, y 3 está contenido en A, las operaciones de adición y multiplica- 
ción en B y A se comportan del mismo modo; más explïcitamente, si 
X, y € 3 (de donde resulta que y € A), la sumaJí + y y el producto xy 
tienen los mismos valores cuando se calculan consíderando a x e V co- 
mo elementos de B o de A . Es lo que sucede, por ejemplo, en el caso 
de Z y Q, donde Z ^Q. Uno de los pocos ejemplos habituales en que 



las operaciones de 3 y A actúan de modo diferente en los dos anillos es 
el de Z/p y Z, donde Z/p c Z. 

Un subconjunto 3 de un anillo A se dice un subaniZZo de A cuando 3 
es un anillo con respecto a las operaciones de adición y multìplìcacìón 
de A restringidas a los elementos de 3 . Esto quiere decìr que 5esun 
anìllo con respecto a las dos correspondencias (X, y) »-* x + y y (x, y) *-* 
»-* xy t donde X, y^ByX+yyXyse calculan como en A. 

Proposiciôn 1, Para que el subconjunto B del anìllo A sea un sub- 
anillo es necesario y sufìcìente que: 

1. 3 sea un subgrupo aditivo de A. 

2. x ỳ y €3 implique xy 6 B. 

Demostración. Supongamos satisfechas las condìcìones 1 y 2 men- 
cionadas. Por la primera condición, vemos que B es un grupo aditivo 
con respecto a la adìción de A restringida a los elementos de 3. Por la 
condicìón 2, vemos que la correspondencìa (x ỳ y) t-* xy, donde X, y 6 3 
y xy se calcula en el supuesto de que X e y son elementos de A, actúa de 
B X B en B. Ahora bien, como la ley asociativa se satìsface entre los 
elementos de A, en particular se satisface entre los elementos de B. 
Lo mismo es válido para las dos leyes distributivas. Luego, B es un 
anillo. Notemos que si A fuera conmutativo, lomìsmo sucederfa con 5. 

Recíprocamente, supongamos que B sea un subanillo de A. En par- 
tìcular, B es un subgrupo adìtivo de A, esto es, se satisface 1. Ade- 
más, la correspondencìa (X, y) t-* xy, donde x, y £ B y xy se calcula en 
el supuesto de que X e y son elementos de A, debe actuar de B x B en B. 
Esto exìge que xy €5, lo que prueba la mencionada condicìón 2. QED 

Recordemos que en las aplicaciones de la proposición anterior se 
demuestra la condicìón 1 gracias a las proposiciones 1 6 2 de las pá- 
ginas 57 y 59. 

Ejemplo 1. Z es un subanillo de Q. De modoanálogo, Q es un sub- 
anillo de R y R es un subanìllo de C. 

E1 conjunto de los números complejos algebraicos (págs. 58-59) es 
\m subanillo de C. En efecto, ya sabemos que este conjunto es un gru- 
po adìtìvo de C. Sean Xi e yi dos números algebraicos que satisfacen, 
respectivamente, las ecuaciones. 

x? + + . . . + a m - 0, y a + + . . . + £ n =0, 

cuyos coeficientes son números racìonales. Además de x±, la prime- 
ra ecuación posee rafces X%, . . . , X a . De la mìsma manera, además de 
yi, la segunda ecuacìón posee rafces y%, . . ., £/ n . Como se demuestra 
en la teorfa elemental de las ecuaciones algebraicas, los números 
X\yi(i' - m; j - l, ... , n) son las rafces de una ecuación 


+ 0i2 ran " L 


+ . . . + c, 


0 



cuyos coefìcìentes c x , . . . , 0^ se expresan como polinomios de ûi, . . . , 
a m y ...» y» por consìguìente, tambìén son números racìonales. 
Como x x y x es rafz de esta ecuación de coeficientes racionales, vemos 
que el producto de dos números algebraìcos es tambìén algebraico, co- 
mo era necesario verificar. Luego, los números complejos aigebraì- 
cos constituyen otro ejemplo de anìllo. 

Ejemplo 2. Consideremos el anillo F de las funcìones reales defì- 
nìdas en [a, b] (pág. 79). Afìrmamos que el conjunto 0 de las funciones 
reales continuas en [a, b] es un subanìllo de F. En efecto, ya sabemos 
(pág. 59) que este conjunto es un subgrupo aditivo de F, Además, es 
sabido que el producto fg de dos funciones f,g€F continuas es tam- 
bién una funcìón continua. Luego, las funciones reales contìnuas en 
[a, &] constituyen un anillo, a saber: un subaníllo de F. 

Otro ejemplo semejante de anìllo de funcìones está dado por las fun- 
ciones reales derivables en [a, £>]. 

Ejemplo 3. En el anillo R[jf] (págs. 80-81), el subconjunto formado 
por los polìnomios pares, esto es de la forma 


p(x) - a 0 + a s x 2 + a 4 x 4 + .. . + a 2m x Zm f 


constituye a las claras un subanìllo. Lo mismo no sucede con el con- 
junto de los polìnomios impares^ esto es de la forma 

q(x) - b x x + ÒqX 3, + b 5 x 5 + . . . + ^-ì^ 28-1 . 

En el caso de un grupo aditìvo, ya definìmos las notaciones X + Y ỳ 
-X y X - Y t donde X y Y t son las dos partes cualesquìera del grupo (pág. 
59). Si A es un anillo, definamos también 

XY = {xy; x e X, y 6 Y] t 

o sea XY es el conjunto de los elementos de A de la forma xy t donde Xe 
y varían en ^ e 1, respectivamente (exactamente como en el caso de los 
grupos multiplicativos, pág. 60). Es posìble entonces reformular la 
proposición 1 del siguiente modo: 

Propoeición 2. Para que el subconjunto 3 del anìllo A sea un sub- 
anillo es necesario y suficiente que: 

1. 0 €3; 2. 3+BczB; 3. ~B^.B; 4. B3<^3. 

Sì se desea (pág. 60), se pueden sustituir en este enuncìado las con- 
diciones 2 y 3 por 3 - B <^B. 

Uno de los aspectos importantes del estudìo de un anillo consiste 
en la descrìpción de sus subanillos. A1 contrario de lo que sucede en 
la mayorfa de los anìllos habituales, en elcaso de Z esta descripción es 
muy fácil, según se desprende de la proposición 5, págína 64 y del re- 
sultado siguiente: 

Proposición 3* Todo subgrupo adìtivo de Z es también un subanillo 
de Z y recï'procamente. 



Demostración. Sea S xin subgrupo aditìvo de Z . Se sabe ya (pág. 
64) que existe un entero, y sólo uno, p ^ 0 tal que H es el conjunto de 
los múltiplos enteros de p. Por tanto, si x e y € H, donde x = mp e y = 
~ np (con m, n € z ), entonces xy = nmp = (mnp)p, esto es xy es múltiplo 
de p t de donde xy £H. Por la proposìción 1 de esta sección, vemos que 
H es un subanillo de Z. Recfprocamente, todo subanìllo de Z (comotodo 
subanìllo de cualquier anillo) es también un grupo adìtivo, conforme a 
la condición 1 de la proposìcìón 1 de esta sección. QED 

Asf, vemos que en el caso delanillo Z, no hay dìstincìón entre sub- 
grupos aditivos y subanillos de Z. No se debe ìnferìr por ello que lo 
mismo sea válìdo para otros anillos. Por ejemplo, en el caso del ani- 
llo Q, el conjunto H de ìos números racionales de la forma m/ 2, donde 
m es entero, es un subgrupo de Q (pues 0=0/2, m/ 2 + nj 2 = (m + n)/ 2, 
-(m/2)= (-m)f 2), el cual no es un subanìllo (pues 1/2 € H, pero 1/2 X 
X 1/2 ÍH). 

Ejercicios 

1) Todo subgrupo aditivo del anillo Z /p es un subanillo y recfpro- 
camente. 

2) Sea A un anillo y B unsubanillo. Si X € B, entonces X 3 € B. Re- 
cfprocamente, sì B es \xn subgrupo aditìvo del anillo conmutativo A tal 
que 1) X € B =* x S € B, 2) 2X £ B = x 6 B, entonces B e s un subanillo. 

3) Sea A un anillo. Si a € A t aemostrar que el conjunto de los X € A 
tales que ax = xa es un subanillo de A. 

§ 4. ANILLOS CON UNIDAD 

En la defìnicìón de grupo aditivo figura como condición la exìsten- 
cia de un elemento cero. Del mìsmo modo, todo grupo multiplìcativo 
se supone que tìene un elemento unidad. E1 lector ciertamente ya ob- 
servó que, en la definìción de anillo, la adición se comporta mejor que 
la multìplìcación, en el sentido de que, por ejemplo, existe un elemen- 
to cero, más no se postula la existencia de un elemento unidad. 

Se dice que un anillo A posee unidad cuando existe en A un elemen- 
to que se representará por 1, o e t o X, tal que #1 = Dc = X para cual- 
quier x €A. E1 elemento unidad es único, siempre que exista. En 
efecto, si 1' € A fuera tal que xV ~ 1' x = x paratodo x € A t escrìbiendo 
x = 1' enxl = X, y luego X = 1 en Vx = X, se obtendrá 1' 1 = l', 1» 1 = 1, 

de donde 1=1'. De modo más general, si llamamos unidad a ia deve- 
aha a todo elemento 1 € A tal que Jfl = x y unidad a ia izquievda a todo 
elemento 1' tal que l'# = X, para cualquìer x 6 4, es claro que una uni- 
dad a la derecha y una unidad a la izquìerda necesariamente coinciden. 

Por ejemplo, en los anillos Z, Q, Ry C, la unìdad exìste y es pre- 
cisamente el número 1. En el caso del anillo de las funciones reales 
(pág, 79), la unìdad también existe y es la funciôn constantemente igual 
a 1. Idem para el caso de losanillos y C[íff] (págs. 80-81), En el 

caso del anillo // n (R) de las matrices reales de orden n (pág. 86) la uni- 



dad es la matriz que posee todos los elementos de la diagonal princìpal 
ìguales a 1 y los restantes iguales a cero. Asf, en el caso n - 2*. 



como es fácil constatar si se calcula a 1 y la y se obtiene los dos re- 
sultados iguales a a. 

Ejemplo 1. Existen anìllos sin elemento unidad. Por ejemplo, re- 
presentemos por 2Z el anillo formado por los enteros de la forma 2n t 
n- € Z, esto es los enteros pares con la adìción y la multiplicación usua- 
les. 2Z es un anillo y además es conmutativo, pues en realidad es tin 
subanillo de Z (proposición 3, pág. 90). Afirmamos que 2Z no tìene 
elemento unidad. Una manera precìpitada de justificar esta afirmación 
consistìrfa en sólo alegar que el elemento xrnidad de Z no pertenecea 
2Z. E1 raciocinìo completo que prueba la ausencia de un elemento uni- 
dad en 2Z es como sigue. Supongamos que 2Z poseyera una unìdad e, 
esto es, que xe - x para todo x € 2Z, donde e € 2Z. Entonces, e = 2 n, 
X = 2 t f donde n ỳ t € Z. Luego, 4 nt = 2 1 para cualquìer t € Z. Si t = 
= 1, se obtiene 2 n - 1, lo que es imposible para n entero, Luego, el 
anillo 2Z no posee unidad. E1 mìsmo raciocinio puede repetìrse para 
el anillo jpZ de los múltìplos enteros de cualquier entero p ^ 2. 

Ejemplo 2. Consideremos el anillo G formado por las funcio- 
nes /, reales y continuas en [a, £>], que se anulan en a (esto es f (a) = 
= 0), con relación a la adición y multiplicación defìnìdas en la pá- 
gina 80 y tal que a < b. G es un anillo y, además, es conmutativo, 
pues, como el lector podrá verificar, es un subanillo del anìllo 
F (pág. 80). Afirmamos que el anillo G no posee unìdad, lo que 
se comprueba con el argumento siguìente: Supongamos que G 
posee vma unidad e, tal que fe — / para cualquìer / € £?, 



donde e € G, Esto quiere decir que (fe)(x) = / (X), o sea que f(X)e(x) = 
= f(X) para cualesquìera f € G y x € [<2, £>]. Consìderemos, en partì- 
cular, la función / definida en [d, b~\ por f(x) = x - a. Es claro que 
esta funcìón es contìnua en [a, &] y que se anula en a. Luego, / € G, 
Notemos también que / (X) = X - a ^ 0 sìempre que a < X á b . La igual- 
dad f(x)e(x) = f (x) da, entonces, e(x) = 1, puesto que a < x £ b. Como 
la funcìón e es continua en [<2, b~\ y, en particular, en el punto a, la 




ìgualdad e (X) - 1 para a < X ^ b exige que e(a) = 1, lo que contradice 
e(a) - 0, por el hecho de ser s € G. Luego, el anillo G no tiene unidad. 

Consideremos un anillo A, con unìdad, que con más cuìdado desig- 
naremos por 1a, y sea B un subanillo de A. Dos casos pueden presen- 
tarse: 

1) La unidad 1 A pertenece a B. Entonces, es claro que B tambìén es 
un anillo con unìdad 1 A , la que precìsamente es la unidad de A. 

2) La unidad 1 A de A no pertenece a B . Esnecesario, entonces, dis- 
tinguìr con atención dos eventualidades. Puede suceder que el anìllo B 
no posea unidad. Es el caso, por ejemplo, del anillo Z y del subanillo 
2Z: éste no sólo no contìene la unìdad de Z, sìno que tampoco tiene su 
propia unìdad. Asìmìsmo, puede suceder 
que el subanillo B no contenga 1 A , pero po- 
sea un elemento unìdad la € B tal que X 1b = 

= IsJf = X para todo X € B. En este caso, 

1a ^ 1b, pues, por hìpótesis, 1 A % B y 1 8 € 

€ B, ^Hay en esto alguna contradìccìón 
con la unìcidad del elemento unidad? No, 
pues las relaciones 

x 1 A = l„x - x, xu - hx = x 

se satisfacen para todo x € B (y la prime- 
ra tambìén para X € A ), pero 1 A no pertenece a B f lo que ìmpide que sea 
X = 1 A en la segunda, para concluir (después de hacer x = 1 B en la pri- 
mera) que 1 A = ls. E1 ejemplo que sìgue ilustra lo que se acaba de de- 
cìr. 



Ejemplo 3. Consideremos el anìllo F de las funciones reales defi- 
nidas en [a, £>] con fl <b (pág, 79) e indiquemos co n. H el subanìllo de 
las funciones / reales en [g, £>], que se anulan en a (esto es, tales que 
f(a) = 0). Observemos, por razones de clarìdad, que las funciones que 
constituyen el subanillo H no se suponen continuas, al contrarìo de lo 
que se supuso en el ejemplo 2. E1 anìllo F tìene unìdad 1 F , a saber: la 
función constante 1 en [a, £>], 

1f(jí) = i sì a ^ x <- b. 

Notemos que 1f %H, pues 1f(û) =1^0. No obstante, el subanillo ÏÏ po- 
see su propio elemento unidad. En efecto, representemos por 1 H a la 
funcìón real definida asf: 

(1 si a <X < b 
1h(X) = < 

\0 si x = a. 

a b 



Fig. 36 



Es claro que 1 H € H. Para probar que / 1 H = / para cualquier / 6 H, hay 
que demostrar que (/ IhX^) = f{X)> o sea /(#)1 H W = f (X) para toda f € H 
y todo X £ [a, &]. Ahora bien, eso es claro si a < X £ b, pues, enton- 
ces, l H (-?ff) “ 1. Para X = a, la igualdad de arrìba también es verdade- 
ra, pues f(a) = 0, dado que f €H. Luego, 1 H es el elemento xmidad del 
anillo H. Notemos que tal funcìón no es continua, lo que explica la au- 
sencia de unìdad en el caso del subanillo 0 del ejemplo 2. 

Sea A un anillo con elemento unidad, que representaremos por e pa- 
ra evitar confusìón con el número entero 1. Si X € A y n € Z, las rela- 
cìones X = ex = xe y la proposìciôn 2 (pág. 90) permiten escribir Tix = 
= (nB)x = X(ne). Esto muestra que, en el caso de un anillo con unidad, 
es posible reducir el producto tlx de un entero por un elemento del ani- 
llo al producto de dos elementos Tie y X del anillo, en cualquìer orden. 
Así, en el caso de existir una unidad, una expresión tal como ax + nx 
(donde a , x€j4yn€Z) puede escribirse ax + (ne)X = (a + ne)X. Con- 
viene advertir, empero, que en ausencia de un elemento unidad, no es 
correcto escrìbir ax + Tix = (a + Ti)x ỳ por el sìmple hecho de que la su- 
ma a + n de un elemento del anillo con unnúmero entero no tiene sentido. 


Ejercic ios 

1) Sea A un anìllo con unìdad 1. Entonces, (- l)# = - lx. Si B c A es 
tal que: 1) y€B = x+ yÇ:B ỳ xytBy 2) - l€B, entonces 5 esun sub- 
anìllo. 


2) Sea A un anìllo con unìdad 1. Si 1 = 0, entonces-/! se reduce a un 
elemento. Recrprocamente, si el conjunto A consìste de un elemento a 
y defìnìmos a + a = a, aa = a, entonces A resulta ser un anillo, donde a 
es al mismo tìempo el cero y la unidad. 


3) En el anillo Z /p, el elemento unidad es elnúmero 1 si p ^ 2. Si 
p = 1, el elemento unidad es el propio 0. 


4) 


Las matrìces reales de la forma 


') 


forman un anillo A con 


relaciÓn a la adición y la multiplicación usuales entre matrices. Este 
anìllo A no posee ninguna unìdad a la derecha. A, entre tanto, tiene 
una infinidad de unidades a la izquierda, a saber: cada una de las ma- 



t € R. 


5) Un elemento e de un anillo A se dice zdempotente sì e 2 = e. De 
allf resulta que e n - e (n = 1, 2, . . . ). E1 cero es fdempotente. Si4 tie- 
ne unidad, ésta es xdempotente, Recfprocamente, si e £ A es fdempo- 
tente, el conjunto de los X € A tales que xe = ex = X es un subanìllo de A 
que admìte a e como elemento unidad. Demostrar que, en el anillo F 
de las funciones reales (pág. 79), los elementos fdempotentes son, pre- 
cisamente, las funciones cuyos valores son 0 6 1. Demostrar también 
que, en el anillo M S (R) de las matrices reales de orden 2 (pág. 84), los 
elementos fdempotentes son las matrices 



( CLlX ûl2\ 

J tales que flnflffl - ~ 0» ûu + a sa = 1» 

0-21 Û32/ 


ces 



D 


además de las matri- 


6) Sea A un conjunto con dos operacìones (x, y ) X + y y (x, y) *-* 
i-» xy , ambas de A x A en A, talesque: 1) la adìción es asociativa, 2) va- 
len las leyes de cancelación X + y x + z^y-zey + X = z + X ^ y ~ 
- Z> 3) la multiplicación es doblemente distributiva con relación a la 
adición, 4) existe un elemento 1 tal que xl = l# = x. Probar que la 
adición es conmutativa. 


§ 5. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS 


Dados dos anillos A y B, se llama homomorfismo de A en B a toda 
función / : A -* B tal que 

/(jf+y) = /(*) + f[V), f[xy) = /(■*)/(!/), (Jf, ï/€ì4), 

o sea a toda aplicación de A en B que respete las operaciones del anillo. 
Un homomorfìsmo del anillo A en el anillo B es, en particular, un ho- 
momorfismo de A en B t si se consìderan como grupos aditivos, segtin 
se sigue de la primera de las condiciones: f (X + y) = /(Jff)+ f(tí). Todos 
los hechos válidos para los homomorfìsmos de grupos aditìvos, como 

/(0) = 0, f(-x) = -f(x). 


son, en consecuencia, válìdos para los homomorfismos de anìllos. 

Un 'ísomorfismo del anillo A en el anillo 5 es, por definìción, cual- 
quier homomorfìsmo bìunfvoco (o inyectivo) de A enB. Un isomorfis- 
mo entre A y B es, de acuerdo con la convencìón anterìor (véanse las 
págs. 16 y 67), un isomorfismo de A sobre B. Dos anillos se dicen iso- 
morfos y son considerados idénticos desde el punto de vista abstracto 
--esto es, de aquel en el cual lo que tiene importancia no es la natura- 
leza de los elementos que constituyen un anillo sino el modo en el cual 
ellos se combinan algebraicamente-- cuando existe al menos un ìso- 
morfismo entre esos anìllos. 

De un modo general, diremos que un anìllo B es imagen homomovfa 
del anillo A cuando existe al menos un homomorfismo de A sobre B. 

Como en el caso de los grupos adìtivos, la funcìón 0 i A B (pág. 
13) que a cada elemento de A asocìa siempre el cero de B es unhomo- 
morfismo llamado homomorfismo oero de A en B. 


A todo homomorfismo / : A -> A de un anìllo A en sf mismo se le de- 
nomìna endomorfismo. Llámase automorfismo de un anillo A a cualquier 
isomorfismo de A sobre sf mìsmo. La transformación idéntica I : A — 
-» A es un claro ejemplo de automorfismo. 



Ejemplo 1. En el anìllo C de los números complejos, la corres- 
pondencìa z -* ~z, que a cada número complejo le asocia su conjugado, 
es un automorfismo de C, como resulta de 

2 + w ~z + ~w t zw~ = ~zW (z, w € C) 

y del hecho de que la correspondencia Z -» Z es biunfvoca sobre C. 

Ejemplo 2. Consideremos losanìllos Z y Z iP, el primero respec- 
to a la adìción y multiplicación usuales y el segundo respecto a la adì- 
cìón y la multiplìcación mÓdulo p, La función V : Z -» Z ÌP, que a cada 
X € Z asocìa el residuo r(Jí) de la dìvisión de x entre p, es un homo- 
morfìsmo, esto es, 

p p 

r(jf+2/) = r(#)+r(^), r(xy) = r(x) • r(2/) (x, y € z). 

La prìmera de estas relaciones ya fue establecidaantes (pág. 68). Pro- 
bemos ahora la segunda. Sì dividiéramos X e y entre p, tendremos 

x = pq + m, y = pq' + m', 

donde q y q x son los cocientes y ïïl yson los resìduos. Entonces, 
r(Jff) = m y r(]/) = . Para calcular m * m } , dividamos entre p, lo que 

da 

mm } = q n p+m ", 

p 

donde 2" es el cociente y m n el residuo. De ahf resulta que m" - m * m } . 
Ahora, 


xy = (qp + m) (q } p + m } ) = (S2'P+ g/n' + mq } )p + mm } = 

= (qq } p + qm } + mq } + q [, )p + m t} , 

de donde se concluye que m" es también el residuo de la divìsión de xy 
entre p 


r(xy) = m" = m • m } = r(x) • r(y), 

como era necesario probar. Obsérvese que este homomorfismo no es 
un isomorfismo (o sea, no es biunfvoco), pues si p ^ 0, como r(p) = 0, 
resulta r(p) = r(0). Por otra parte, ese homomorfismo actua sobre 
Z Ipy esto es el anillo Zip es una imagen homomorfa del anillo Z. 

Ejemplo 3. Se sabe, porálgebra elemental, que todo nûmero com- 
plejo Z—X + ty puede representarse geométricamente por un punto (X, y) 
del plano de Argand-Gauss, o también por el vector que comienza en el 
orìgen y termina en ese punto. Las operaciones algebraicas entre nú- 
meros complejos se traducen de un modo geométrìco muy sugestivo. 
Por ejemplo, la suma de dos números complejos corresponde a la re- 
sultante de los vectores que los representan. En lo que ataíie al ejem- 
plo que tenemos en mente, es la representacìón geométrica de la mul- 
tiplicación la que nos interesa en especial. Si multiplicáramos un 
número complejo Z por un número complejo U = de módulo unidad y 
argumento cp, el número complejo Uz se representará por el punto ob- 



(ru)z = Z 



Fig. 37 Fig. 38 

tenído al hacer que elpunto representativo de 2 gire unángulo cp en tor- 
no del origen. Del mismo modo, sì multiplicarámos 2 por el número 
real r s 0, el punto representatìvo de Tz será obtenido apartìr dei pun- 
to representativo de 2 mediante una homotecia de centro en el origen y 
razón r. Escribiendo W = ru = re ic P y resumiendo, la correspondencia 
z *-* wz que a cada número complejo 2 le asocia el número complejoZ = 

- wz es, geométricamente, la correspondencia que a cada punto delpla- 
no le asocia el punto obtenìdo por una rotacìón de ángulo cp en torno del 
origen, seguida de una homotecia de centro en el origen y razón r. 

Ahora bien, descomponiendo los nûmeros complejos 2, w y Z en sus 
partes reales e imagìnarias 

z - x + ty , w = a + ib ỳ z - X + iY 97 

y desarrollando el producto Z = ioz, obtenemos 

X = ax - by 
Y = bx+ ay■ 

En virtud de las consìderaciones anteriores, podemos asociar cada 

/a -b\ 

número complejo W - a + ib con la matriz í I de segundo orden 

\b aì 

y elementos reales que describe el sistema lìneal que relaciona el pun- 
to (#, y) con su transformado (■ X , Y), Designemos por / : C Ms(R) es- 
ta correspondencia, esto es 

/ a - 6 \ 

f (w) = I l f donde W - a + ih< 

\b a/ 


Afirmamos que/ es un ìsomorfìsmo del anìllo C en el anillo Ms(R). 
En efecto, es fácil verificar (aplicando las definìcìones de suma y pro- 
ducto de matrices, págs. 84-85) que 


/a 


■ r 

. 1 


a) 

\fc' 

j i 


-(b + b ')’ 

a + a' , 
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( a -b\ /a' /aa' 

b aì \i)' a'ì Vai' 


a' 


faa' - bb' -(ab' + ba ') 
+ ba' aa' - bb 




loque prueba que f (w) + / (w') = f (W + w' ) y q U e / (w) f (W' ) = / (WW' ), donde 
w = a + tb y W' = a' + tb' . Además, es claro que/ es biunfvoca. Lue- 
go, / es un ìsomorfìsmo. Notemos que / no actúa en M 2 (R). En efec- 

, , / a 

les de la forma/(w) : 


to, una matriz 


( ûii a^ s\ 

a 2 i Q aa * 


■c :)■• 


y sólo si. 


\a 21 a 23 

a±i = a 23 y ai s = -agi. Por lo tanto, existen matrìces como 


C °) 


que 


no pertenecen al conjunto de los valores/(C) de/. La colección de las 


matrices reales de la forma 


c :)■ 


de modo equivalente, de las 


matrices reales 


( au 
a& 



tales que a u 


a 22 y ai 2 — -a 3i , constìtu- 


ye un anìllo con respecto a la adìción y multiplìcaci6n de matrìces y, 
en realìdad, un subanillo de M 2 (R) isomorfo al anìllo C de los números 
complejos. 


Una observacìón oportuna es la sìguiente: en el caso de los grupos 
adítivos y multìplìcativos, la matemática elemental ofrece una gran va- 
riedad de ejemplos alusivos y naturales de bomomorfismos e isomor- 
fismos. No sucede lo mìsmo en el caso de los anillos, en especìal en 
lo que se refiere a homomorfismo. Si bien no hemos definìdo adn el 
muy importante concepto de ideal, no cuesta nada adelantar que esta 
ausencìa de ejemplos naturales se debe a la cìrcunstancia de que en los 
anìllos Q, R, C, M 2 (R) y M 2 (C) casi no existen ideales, No se debe in- 
ferir de ello la falsa ìdea de que la noción de homomorfismo entre anì- 
llos no presenta gran interés: lo correcto es que lamayor parte de los 
ejemplos importantes de homomorfismos de anillo corresponde más al 
espfritu del álgebra moderna que al de la matemática elemental. 

A tftulo de ejemplo de lo que vimos en el caso de grupos (pág. 7 1), 
se llama antihomomorfismo de un anillo A en otro anillo B a toda apli- 
cacìón/ : A 3 tal que 

f(x+y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(y)f(x) (x, y í A) 

(nótese la inversión del orden en el segundo miembro de la última ecua- 
ción). Las nociones de antiisomorfismo, antiendomorfismoy antiauto- 
morfismo se definen de manera similar. Es claro que si uno de los 
dos anillos A y B fuera conmutativo, las nociones de homomorfismo y 
antìhomomorfìsmo de A en B coinciden. 


Ejemplo 4. Consideremos, en el anillo M 3 (R) (pág. 84), la aplica 


ción a ■- *a que a cada matriz 


( 0-11 a ls \ 

) 

a^i. a 22 / 


le asocìa su transpuesta 



( &11 <321 \ 

), que se obtiene escribiendo la primera fila de a como 
Q'22/ 

primera columna de V l a segunda fila de a como segunda columna de 
4 a. A partir de las definiciones, se verìfìca fácilmente que 

"(a+fc) = + 'b, t (ab) = t b t a, 

para cualesquiera que sean a t b € Ms(R). Como la aplicacìón a H ^ es 
obviamente biunfvoca y sobre Ms(R), vemos que la operación de trans- 
posición es un antiautomorfismo de M 2 (R). 

Ejercicios 

1) Sea F el anillo de las funciones reales de variable real defìnidas 
en un intervalo (p^g. 79). Fijado un XteA. que a £ JC <. b t mostrar 

que la función § : F -R definida por §(f ) = f {X) es un homomorfismo del 
primer anillo sobre el segundo, mas no es un isomorfìsmo. 

2) Sea/ : A — 3 un homomorfismo del anillo A en el anìllo B . Para 
todo subanìllo ^ c ^, /(^) es un subanillo de B, En partìcular, / (A ) es 
un subanillo de B, Para todo subanillo Y caB t f (Y) es un subanillo de 
A . Si A fuera conmutativo, el anillo /(A ) también será conmutativo. 

3) Sea A un anìllo. Consideremos elproducto cartesìano Z X A y de- 
finamos en el mismo una adición y una multiplicación mediante 

(m, x) + (n t y) = (m + n t x + y) 

(m t x) (n, y) = (mn t my + nx + xy) 

Demostrar que Z X A es un anìllo con respecto a tales operacìones y 
que (1, 0) es su unidad. Mostrar también que la funcìón x |- (0, ^) de 
A en ZUes un isomorfismo. En particular, todo anìllo es isomorfo 
a un subanìllo de otro anillo con unidad. 

4) Sea G un grupo aditivo. Demostrar que el conjunto F(G) de los 
endomorfismos del grupo aditivo G forma un anillo con unidad del si- 
guìente modo: a) sì/ y Q fueran endomorfismos de G t entonces / + Q es 
el endomorfismo de G tal qu e <f + Q) (x) =/(*) + ^(jc)para cualquier x G 
y fg es el endomorfismo de G defìnìdo por (ÍQ)(x) — fíg(X)~\ t cualquie- 
ra que sea x € G; b) la unidad de F(G) es la transformación ìdéntica de G 
en sf mìsmo. 

5) Sea A un anìllo conunidad(el cual, por tanto, también es un gru- 
po aditivo). Todo elemento a € A determina un endomorfismo m a : A ~*A 
del grupo aditivo A, a saber: la funcìón dada por X *+ ax. Demostrar 
que la transformación que a cada a € A leasocìaOT a £ F(A) es un isomor- 
fìsmo del anillo A en el anillo F(A) (véase el ejercicio anterìor para la 
defìnición del anillo de endomorfismos de un grupo aditivo). En parti- 
cular, todo anillo con unidad es isomorfo a un subanillo del anillo con 
unidad de los endomorfismos de un grupo aditivo (Teovema de Caytey). 
A partìr del ejercìcio 3, mostrar que todo anìllo (con o sìn unidad) es 
isomorfo a un subanìllo del anillo con unidad de los endomorfismos de 



un grupo aditivo. Si en la construcción precedente sustituyéramos X 
f-* ax por x »-* xa, obtendríamos un antiisomorfismo en vez de un iso- 
morfìsmo. 

§ 6. CUERPOS CONMUTATIVOS 

Entre los anìllos con unìdad que ocurren naturalmente en matemá- 
tìca elemental figuran los cuerpos, que se destacan por su simplìcìdad 
algebraica desde el punto de vista de la divisibilidad. Antes de entrar 
a definir los cuerpos necesitamos puntualizar el concepto de inverso de 
un elemento en un anìllo con unìdad. 

Sea A un aníllo con unidad 1. Diremos que un elemento X € A es vn- 
vevs'Lble en A cuando exìsta en A un elemento (ìndicado por X~ x ), deno- 
mìnado el inverso de en tal que 

xx" 1 = x^x = i. 

Un tal elemento x es necesarìamente únìco, como se constata fácil- 
mente gracias al raciocinìo empleado en la demostración de launicidad 
del inverso en grupos multiplicativos (pág. 54). 

Advìrtamos que la unidad 1 de A es inversible en A y coìncide con su 
inverso en A. Por otro lado, el cero 0 de A no es ìnversible en A sì es 
que 1^0. 

En un anillo A con unidad, si X, y t A y y~ x existe en A, entonces x e 
V conmutan (esto es xy = yx) si, y sólo si, ^ei/^conmutan tambìén(es- 
to^es xy* = y^x). En efecto, de xy = yx se deduce que y~ x xy = y~ x yx 
y , de donde y x = xy y, recfprocamente, de esta últìma resulta la 
primera por un raciocinio análogo. Gracias a tales hipótesis de con- 
mutatìvidad, se defìne el eocvente de x entre y, o la fraae'Lon de nume- 
rador x y denonvinador y, medìante 

x _i _i 

Y = xy = y X x, 

y se usa tambìén la notación xjy para representarla. 

Proposición 1, En todo anillo A con unidad se tiene: 

1) Si X € A es ìnversible en A, entonces ^ -1 € A es inversìble en A y 

(x*r* = x. 

2) Si x, y € A son inversibles en A, entonces xy es inversible en A 
y (xy)- 1 = y-^x' 1 . 

Demostración. Basta repetir el raciocinio hecho en el caso de la 
proposici6n 1, páginas 54-55, puntos 1 y 2. QED 

Un cuerpo K es un anillo con unidad 1^0, donde todo elemento di- 
ferente de 0 es inversible en K. 



Ejemplo 1. Los cuerpos conmutativos más importantes en mate- 
mática elemental son el cuerpo Q de los números racionales, el cuer- 
po R de los números reales y ei cuerpo C de los números complejos. 

Proposición 2. En todo cuerpo K se tienei 

1) Si x, y & A y xy = 0, entonces x ~ 0 o V = 0. 

2) Si x, y, z 6 Â y jc ^ 0, entonces xy = xz y = z y yx = zx^y = z. 

Demostración. Si X, y € A y xy = 0, entonces o bìen x = 0 o x ^ 0. 
En este último caso, x es ìnversible en A y, entonces, xy — 0 implica 
x^xy = 0, de donde y - 0. 

Por otro lado, si X, y, z € A y x ý- 0, entonces X es inversible en A, 
de modo que xy = xz implica x xy - x xz, de donde y ~ z. La propie- 
dad que acaba de establecerse se denomina ley de cancelaci.Sn a ta iz- 
quievda. Análogamente se establece la Zey de canceZaciân a Za deve- 
chaj que se expresa mediante la segunda parte del ftem 2. QED 

Ejemplo 2. Dado el número entero p a 1, consideremos el anillo 
Z/p, que es conmutativo y tiene elemento unidad (pág. 82). Procu- 
remos descubrir los valores de p para los cuales Z/p es un cuerpo. 
En primer lugar, para que launìdad de Z /p sea diferente de sucero es 
obviamente necesarìo y sufìciente que p s 2. En el caso de que P no 
sea primo, tendrá una factorización p = xy en el sentìdo de la multiplì- 
cacìón usual, siendo x e y números enteros p tales que \ < x < p, 1 < y < 
< p. Entonces x, y € Z (p y tenemos que x • y = 0. Como^ ý- 0 e y Ý 0, 
vemos, porelítem 1 de la proposicìón 2, que Z/p no puede ser un cuer- 
po. Por otra parte, supongamos ahora que P ^ 2 sea primo. Vamos a 
emplear el siguiente teorema de aritmética elemental: si X e V fueran 
dos enteros y d £ 0 designaa su máximo común divisor, entonces exis- 
ten dos números enteros U y U tales que UX -t- vy = d. En partìcular, si 
X e y fueran primos entre sf (o sea si d = 1), existen dos enteros u y V 
tales que ux + vy = 1. Ahora, dado X £ Z /p con X ^ 0, como p es primo, 
resulta que X y p son primos entre sí. Luego, existen dos números en- 
teros u y v tales que ux + vp = 1. Si se divide u entre p, llamando q al 
cocìente y r al residuo, se tendrá u = qp + r t de donde {qp + r)x + vp = 
= 1, o sea, rx = sp + 1, donde s = _ {v + qx). Ahora, r € Z /p y la igual- 
dad rx = sp + 1 muestra que r * x = 1. Luego x es ìnversìble en Z/p y 
r es precisamente el inverso de X en Z/p . Sì esto se cumple para 
todo ^ / 0 en Z/p, vemos que Z/P es un cuerpo. En resumen, Z fp es 
un cuerpo si, y sólo si, p 'z 2 es prìmo. 

Observación. Los cuatro ejemplos de cuerpos dados arrìba son to- 
dos conmutatìvos. Existen ejemplos importantes de cuerpos no conmu- 
tativos, como el cuerpo de los cuaternìones, cuyo análisis (si bien sen- 
cillo) escapa los alcances de la presente monograffa. (Véase más 
adelante el ejercicio 9. ) Los cuerpos conmutativos son con frecuencia 
llamados campos 3 en tanto que los cuerpos arbitrarios, conmutatìvos o 
no, se conocen a veces como aniZZos de division. 

Un subcuerpo L de un cuerpo K es un subanillo L d eK queesun cuer- 
po. Notemos que la unidad de K es también unidad de L. En efecto si 



se indican con 1 K y 1 l las vinìdades de K y L, respectivamente, se tendrá 
1 k 1l = 1l, pues 1 K es la unidad de K, asf como 1 L 1 L = 1 L (pues 1 L es la 
unidad de L), lo que ìmplìca 1 K 1 L = 1 L 1 L , lo que implica a su vez 1 K = 1 L , 
por el ï’tem 2 de la proposìcìón 2. Basta, pues, indicar con 1 a la uni- 
dad de K y de L. Observemos también que todo x ý- 0 en L tiene el mis- 
mo inverso tanto en K como en L . En efecto, ìndicando con xd^ el in- 
verso de x en L, vemos que 

xx' 1 = x L ^x - 1 

y, dada la unicidad del ìnverso, concluimos que Jq” 1 es el inverso x^ 1 
de Jí en iT. Es posìble, pues, indicar simplemente por x' 1 el inverso de 
X tanto en K como enZ, Por ejemplo, Q esun subcuerpo de R tanto co- 
mo de C, por ser R un subcuerpo de C. 

La proposïción 2 expresa propiedades sencìllas e ìmportantes de 
los cuerpos, pero éstas constìtuyenprìvìlegio exclusivo delosmismos. 
En realidad, dichas propiedades son equivalentes entre sf (como resul- 
ta de la proposición 3) y en el caso de los anillos conmutatìvos sirven 
de punto de partida para la definición del importante concepto de domi- 
nio de integridad. Este es un ejemplo de una actìtud frecuente en ma- 
temática, a ser usada juiciosamente, que consìste en usar propìedades 
importantes mas no caracterfsticas de cìertos sistemas (los cuerpos en 
el caso presente) para defìnir otros sistemas (los dominìos de integri- 
dad). 

Proposiclôn 3, Para todo anillo A, las siguientes propiedades son 
equivalentes: 

1. Si x, y € A y xy = 0, entonces x = 0 o y — 0. 

2ì. Si x, y, z € A y x / 0, entonces xy = xz =» y = z . 

2d. Si x, y, z £ A y x ý- 0, entonces yx — zx => y — z . 

Demostración. Supongamos verdadera la propiedad del punto 1. 
Entonces, en el caso del punto 2i, podemos escribìr JCy — xz en la for- 
ma x(y - z) = 0 y, como x ý- 0, concluimos que y - 2 = 0, de donde V - Z . 
Recfprocamente, admìtamos la propiedad del punto 2i. Entonces, en 
el caso del punto 1, o bien x = 0 o x ^ 0y, escribiendo xy = 0 en la for- 
ma xy = - v -0, resulta y = 0. Eso prueba la equivalencia entre las conui- 
ciones 1 y 2i de la proposìcìón. Se procede de modo análogo para 1 y 
2d. QED 

Un dominio de integridad esun anillo conmutativoqueposee lastres 
propìedades equìvalentes 1, 2ì y 2d de la proposicìón 3, las cuales se 
denominan ley de oanoelaoiôn, ley de oanoelaoión a la izquierda y ley 
de oanoelaaiôn a la dereoha . Por la proposìción 2, todo cuerpo con- 
mutativo (o campo) es un dominio de integridad; y, de modo más gene- 
ral, todo subanillo de un cuerpo conmutativo es un dominio de ìntegri- 
dad. Por consiguiente, el motìvo por el cual un dominìo de integrídad 
se supone conmutativo es por ser posible construir su cuerpo de frac- 
ciones, siendo el anillo dadoisomorfo a un subanillo de tal cuerpo, que 
es conmutativo (véase más adelante el ejercicio 8). 




Ejennplo 3. E1 dominìo de ìntegrìdad más importante en matemá- 
tica elemental es Z, que no es un cuerpo, pues (salvo por 1 y - 1) nìn- 
gún elemento de Z es inversible en Z, aunque lo sea en Q. 

Ejemplo 4. Consideremos el anillo conmutatìvo R[^] de los poli- 
nomios reales de unavarìable real X (págs. 80-8 1). Afìrmamos que R[jí] 
es un dominio de integrìdad. En efecto, sean 

p(x) = a 0 + aix + ... + a m xf t çl(x) = b 0 + b x x + , . . + 

dos polinomios pertenecientes a R[jí] y mostremosque sì p £ 0 y q 0, 
entonces Pq £ 0. Ahora bien, por el principio de identìdad de polino- 
mìos, sì p ^ 0, entonces alglîn coefìciente de p debe ser diferente de 
cero. Sea t el menor entero tal que 0 ^ t <> m, a%. 0. Análoga- 

mente, sea J el menor entero tal que 0 £ j £ n t b A ^ 0. Si nos re- 
mitimos a la fórmula que define el producto pq (pág. 81), vemosqueel 
coeficiente de *^ l+J es precisamente a^b 0, luego pq î 0, como que- 
rfamos. Por otraparte, obsérvese que rH noesun cuerpo. En efec- 
to, sì p ^ 0 y q Ý 0 fueran polinomios de grados ïïi y n, respectivamen- 
te, entonces a m ^ 0 y b a ^ 0. Por tanto, es claro que a m b n f 0, de donde 
resulta que pq es de grado ïïi + n. Una consecuencia de tal observacìón 
es que todo polìnomio p ^ 0 de grado ïïi^ 1 esno inversible en R[jff]. En 
efecto, admitiendo que P sea ìnversìble y que q sea su ìnverso, enton- 
ces q í 0 y q debe tener grado n s: 0, de donde resultarfa que pq es de 
grado m + n £ ïïi £ 1, lo que es absurdo, pues pq = 1 es de grado 0. To- 
do lo que se acaba de indicar para R[jff] se repite sin alteración para 

C[jff] (pág. 8 1). 

Ejercicios 

1) Para que un anillo K seaun cuerpo es necesarìo y suficiente que 
el conjunto de los elementos dìferentes de cero en K sea un grupo con 
respecto a la operación de multìplicación de K. 

2} Para que un subanillo L de un cuerpo K seaun subcuerpo de K es 
necesario y suficiente que I contenga el inverso en K de todo elemento 
X € L, x ^ 0 y que L contenga a la unidad, 

3) Sì / : K -* A fuera un homomorfìsmo de anillo del cuerpo K en el 
anillo A, entonces o / es un ìsomorfismo y f(K) es un subanillo de A que 
es un cuerpo, o f(K) se reduce al cero de A, 

4) En un anìllo K con unidad 1^0, si todo elemento X € K diferente 
de cero tiene un inverso aladerecha enK, esto es si exìste un elemen- 
to y € K tal que xy = 1, entonces K es un cuerpo. Se procede de modo 
análogo para inversos a la izquierda. 

5) E1 anìllo conmutativo F de las funciones reales definìdas en un 
intervalo de R (pág. 79) no es un anillo de integridad sì a Ý b, 

6) Si A es un subanillo no reducido al cero del cuerpo conmutativo 
K y 4* es el conjunto no vacfo de los elementos de A diferentesde cero, 
el conjunto de las fracciones xfy, donde x € A e ^ f A *, es un subcuer- 
po de K que contìene a A, que está contenido en cualquìer subcuerpo de 



K que contenga a A. (Cuando todo elemento de K es una fracción xìy, 
donde x € A y y £ A' 1 ', se dice que K es un cuerpo de fracciones de A). 

7) Si K fuera un cuerpo conmutativo y t, x, y, z € K, con y £ 0, 
Z ^ 0, entonces 


tly = x/z « tz - xy, 
t/y + x/z = (tz + xy)/yz, 
t/y • x/z = (tx)f (yz). 

8) Sea A un domìnio de integridad no reducido al cero e indiquemos 
con^* el conjunto no vacfo de los elementos de A diferentes de cero. 
En el producto cartesiano A X A* introduzcamos la relación de equiva- 
lencia que consiste en escribìr (t t y) ~ (.£, z) si tz = xy m Sea K el con- 
junto cociente de A con respecto a tal relación de equìvalencìa. 

Probar que K e s un cuerpo conmutatìvo cuando definimos la suma y el 
producto de la clase de equivalencia de (t t y) con laclase de equivalen- 
cìa de (x t z) como las clases de equivalencia de (tz + xy, yz) y (tx t yz), 
respectìvamente. Probar que la correspondencìa / que a cada t Z A le 
asocìa la clase de equivalencia f(t) € K de (ty t y), donde y £ A*, es un 
isomorfismo de anillo de A en K y que K es un cuerpo de fraccíones de 
su subanillo f(K) en el sentìdo del ejercicio 5. (Tomar el ejercicio 6 
como modelo para la construcción hecha en este ejercicio). 


9) E1 subconjunto H de M S (C) de las matrices complejas de dos fi- 
las y dos columnas de la forma 



donde Z t W € C es un subanillo no conmutativo que contiene a la matrìz 
unidad de Ma(C). Demostrar que H es un cuerpo, pues todo elemento 
2^0 tiene un inverso en H dado por 



donde A — \z\ + |iíí| 2 >0. Cada elemento de H se denomina cuatevn'Lôn 

de Hamiltan ). 
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ESPACIOS VECTORIALES Y ALGEBRA LINEAL 

La nocìón de vector tiene su origen en la mecáníca, a través de los 
conceptos de desplazamiento, velocidad, aceleracìón y fuerza, asf co- 
mo en la geometrfa, en la noción de segmento orientado. Los vectores 
pueden estar sujetos a dos operacìones básicas: la adición de dos vec- 
tores y la multiplicación de un escalar (número) por un vector, los 
cuales tienen un vector por resultado. Con el advenimìento de la geo- 
metrfa analftica, el concepto de vector pasó a ser expresado medìante 
su descomposìción con respecto a los ejes de un sistema de coordena- 
das dado; y, según la concepción de Descartes, cada plano con un sìs- 
tema de coordenadas fijo pasó a ser identìficado naturalmente con el 
cuadrado cartesiano R , producto cartesiano del conjunto R de los nú- 
meros reales por sf mismo. Asf, R es un ejemplo elemental de espa- 
cio vectoríal; de modo análogo, tenemos el espacio vectorial trìdimen- 
sional R 3 en que vivimos. Generalìzando, tenemos el espacio vectorial 
R n , potencìa cartesìana de R tomado como factor n veces, donde n~ 1, 
2, 3, 4, ... R" es un espacio vectorial de dimensión n --en un cierto 
sentìdo R n es el espacio vectorial real de dimensiÔn n más general, 
salvo isomorfismos. 

Por otra parte, existen buenas razones para considerar espacios 
vectoriales reales definidos independientemente de sistemas de coorde- 
nadas, esto es definidos axiomática o intrinsecamente. Entre eilos se 
encuentran naturalmente espacios de dimensión finita o infinita. Final- 
mente, es útil considerar espacios vectoriales sobre un cuerpo K cual- 
quiera, en vez de sólo espacios vectoriales reales, es decir sobre el 
cuerpo R. Según los puntos de vista usuales enmatemáticay sus aplica- 
ciones, los dos casos más relevantes son los de los espacios vectoria- 
les reales {K = R) y los espacios vectoriales complejos (K = C). 


E1 estudio de los espacios vectoriales es lo que se denomina álge- 
bra lineal, un capftulo de la matemática bastante más joven que el 
cálculo infinitesimal, pero hoy en dfa tan importante como éste en las 
aplicaciones corrientes, a tal punto que las dos puertas de acceso a la 
matemática universitaria son precisamente el cálculo infinitesimal y 
el álgebra lineal, a las cuales se les une una tercera parte igualmente 
importante: la computación. Estos son algunos de los factores que 
llevaron al concepto de vector como base del álgebra lineal, que se 
amplfa con la noción de tensor, base del álgebra multilineal. 

§ 1. ESPACIOS VECTORIALES 


En matemática elemental se encuentran muchos ejemplos de con- 
juntos cuyos elementos pueden sumarse y también multiplicarse por 
escalares. Entre ellos mencionaremos los siguientes: 
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Ejemplo 1. Un desplazamiento de un punto en unplano P(y, de mo- 
do similar, en el espacio tridimensional en que vivimos) desde A hasta B 
depende de tres datos: 1) la distancia que separa a A y B; 2) si A ^ B, la 
dirección de la recta que pasa por A y B; 3) si A ^ B, el sentido en que 
se va de A a 3 en tal recta. En el caso particular de A = 5, el des- 
plazamiento en cuestión queda determinado tan sólo por la distancia 
0 que separa a ^ y B; la direccidn y el sentido carecen de^ significa- 
do. De ahi la representación por el segmento orientado AB, con una 
flecha que indica de A para B. Entretanto, es conveniente referir todo 
esto a un origen fijo, o sea a unpunto Odel plano Pcon respecto al cual 
representamos el desplazamiento en cuestión a través de un segmento 
orientado X, llamado veotor^ de origen 0 y de la misma longitud que ÂÈ 
y, si A ^ B, con la misma dirección y elmismo sentido que AB) si A - B 
el vector X empieza y termina en 0. Se acostumbra escribir B = A + x 
para indicar que B se obtiene de A mediante el desplazamiento x. Si so- 
metemos ahora al punto B a un desplazamiento hasta el punto C, repre- 
sentamos a 3Ù con respecto al origen 0 por el vector y, de la misma 
longitud y con la misma dirección y sentido en el caso en que B ^ C; si 
B - C, entonces V comienza y termina en J). E1 de_splazamiento total, 
de A hasta B, más el de B hasta C, o sea AQ = AB + BC (como se escribe 
simbólicamente, cuando se lo refiere al origen 0) será la diagonal del 
paralelogramo (regla del paralelogramo ) construido a partir de x e y 
como lados, vector que representamos por X + y, como es natural. No 
vamos a enumerar los casos simples que requieren interpretaciones 
sencillas por separado, cuando A —3, o B — C, oA ^ B y B ^ C, pero tales 
que ÀÈ y BC tengan la misma dirección. Por otra parte, consideremos 
dos puntos distintos A y B y un desplazamiento desde A hasta el punto 
B', en la dìrección y sentìdo de A hacia 3; llamemos X' = AB' /AB al co- 
ciente de las distancias respectivas. Cuando el desplazamiento ÀÈ' se 
refiere al origen 0 (y visto que AB 1 = X' * AB) se obtiene un vector que 
naturalmente se representa por \'X. Entretanto, sean nuevamente A 
y B dos puntos distintos y consideremos un desplazamiento en su direc- 
ción, pero en el sentido opuesto al de A hacia B, desde A hasta el punto 
3", y escribamos X" ■=AB u jAB para ehcociente de las distancias respec- 
tivas. Refiriendo eldesplazamiento AB n al origen 0 y una vez que AB U = 
= X" * AB, se obtiene un vector representado naturalmente por (-X")«?í = 
= -\"X, donde el signo negativo tiene la finalidad de indicar que el des- 
plazamiento fue tomado en el sentido opuesto. Si A = B, de modo que 
X comienza y termina en 0, el producto \x se define comoel vector que 
comienza y termina en 0, cualquiera que sea el número real X. Se 
constata que el plano P se convierte asi en un espacio vectorial, histo- 
ricamente quizá el primer ejemplo de tal concepto. 

x+y C=B+y=A+x+y 




Fig. 39 



Ejemplo 2, Con el advenimiento de la geometria analftica en el 
plano R 3 (y, de modo similar, en el espacio tridimensional R 3 ), cada 
punto del plano R pasó a ser expresado por el par ordenado de sus 
coordenadas. De igual modo, cada vector X de R 3 pasó a ser identifi- 
cado, a partir del origen 0, con el par ordenado (xi,x s ) de las coorde- 
nadas de su extremo final, escribiéndose entonces X = (xi,x 3 ). Cones- 
ta notación, la adición de dos vectores X ~ (xi,x s ) e y 35 (yi,y 3 ) de R 3 
pasa a ser descrita por X + y = (x x + yi, x 3 + y 3 ) y la multiplicación de 
un número real X por un vector X =(x lf X 3 ) se vuelve \x - (Xxi, Xxa). Tal 
concepción vectorial de R s , como la análoga de R 3 , para citar el caso 
que visualizamos intuitivamente, es una combinación feliz de los 
puntos de vista de la mecánica y la geometrî'a (véase el ejemplo 1) 
y de Descartes con su geometría analítica, que nos lleva a una concep- 
ción vectorial de R a (n = 1, 2, 3, 4, . . . ), la cual ya no visualizamos, 
pero que es muy fecunda por su contenido álgebro-analftico-geométri- 
co, y que conduce al álgebra lineal en dimensión finita. 





Ejemplo 3. Consideremos el conjunto F de las funciones reales de 
variable real definidas en unintervalo [a, b]. Si/, Q € F, introduzcamos 
la suma / + g € F como en el ejemplo 3, § 1, capítulo 2. Anadamos 
ahora la definición del producto Xf € F, donde X € R y / € F, como la 
función que satisface 


(\f)(x) = X . f(x) 

para X € [a, £>], o sea, X/ es la función que en el punto X toma el valor 
X ■ f (X), Tenemos ahora dos operaciones en una de adición y otra 
de multiplicación (pero, en este caso, la multiplicación no se trata de 
la considerada en el ejemplo 2, § 1, capítulo 3). Entonces F será un 
nuevo ejemplo de espacio vectorial de dimensión infinita, suponiendo 
que a <b. E1 hecho de que las funciones reales que constituyen F estén 
definidas solamente en un intervalo [d,h] es una restricción que puede 
ser suprimida, ya que también se obtiene\m espacio vectorial median- 
te consideraciones semejantes, hechas en el conjunto Fde las funciones 





reales definidas en un conjvinto E. Además, si E = [ 1,. . . , n) fuera el 
conjunto de los enteros de 1 a n, entonces F = R n . 

E1 examen de los ejemplos dados, como también de otros, lleva a 
sintetizarlos mediante el concepto de espacio vectorial. 

Un espaaio vectorial sobre un cuerpo es un conjunto Ea.1 cual está aso- 
ciado un cuerpo K f en el que están dadas dos operaciones, una de adi- 
ción y otra de multiplicación que satisfacen las siguientes condiciones: 

1. Con respecto a la adición, E es un grupo aditivo (se satisfacen, 
pues, las condiciones 1 al 5 de las págs. 47 y 48). 

Z. La operación de multiplicación es una función definida en K X E t 
con valores en E que, a cada par ordenado (\,x), donde \ € K y x € E t 
asocia un elemento \x 6 E f llamado producto de los factores \ y x. 

3. La multiplicación es asociativa: 

(\\jl)x = \(\JLX) (X, u € iT, x€E). 

4. La unidad de K actúa como unidad de Ei 

lx = x (x € E). 

5. La multiplicación es doblemente distributiva con relación a la 
adición: 

X(jí + y) = \x + \y, (X + p)x = \x + \xx (X, \i € K, x, y € E). 

Los elementos del espacio vectorial E se denominan vectores en 
tanto que los elementos del cuerpo K se llaman escalares. E1 cero, 
0, de E se llama origen de E. 

Los ejemplos considerados anteriormente ilustran el concepto de 
espacio vectorial sobre el cuerpo R. En el tercer ejemplo basta susti- 
tuir R por K para tener un espacio vectorial sobre K. Todo cuerpo K es 
un espacio vectorial sobre K con respecto a la adición y a la multipli- 
cación en K. Un espacio vectorial sobre R se llama espacio vectoriai 
real. Un espacio vectorial sobre C sellama espacio vectorial complejo. 
Son los dos tipos de espacios vectoriales más comúnmente empleados 
en análisis y geometría. Entretanto, en estas mismas dos disciplinas, 
asf como en álgebra hay razones paraabordar espacios vectoriales so- 
bre otros cuerpos, como el cuerpo de los cuaterniones de Hamilton, o 
los llamados cuerpos p-ádicos. 

Proposición 1. En todo espacio vectorial E sobre \in cuerpo K se 
tiene: 

1. OX = xo = 0, 

Z. -\x = (-\)x = X(-X) y (-1) JC = - x , 

3. (-X)(-Jff) = \x f 

4. \(x - y) - \x - \y t (X - p) x = \x - px 

La demostración es análoga a la de la proposición 1, § 2, capitulo 3 
y será omitida. 



Ejercicios 


1) Mostrar que en un espacio vectorial E sobre un cuerpo K, \x = 0 
(X 6/T, x £ E) implica \ = 0 o x = 0. 

2) Consideremos un espacio vectorial E sobreun cuerpo K t Además 

de la suma X + y y del producto \x {x f y € E, \ € K) f ya definidos, intro- 
duzcamos un nuevo producto definido por ^ ° x € E) t Mos- 

trar que E y K satisfacen todos los axìomas de la definición de espacio 
vectorial con respecto a la suma X + ì/yadada yalnuevo producto \ • X = 
= 0, excepto por 1 • x = x cuando E ^ 0 (esto es, cuando E no se reduce 
al origen). Luego, en la definición de espacio vectorial E sobre un 
cuerpo K, el axìoma lx — x no es consecuencia de los demás, 

3) Probarque enunespacio vectorial-ffsobre uncuerpoiif, el axioma 
de la conmutatividad de laadiciónes consecuencia de los demás, cuan- 
do se calcula (1 + l)(Jí + y) de dos modos posibles. 

4) Consideremos el cuerpo K = Zlp (de p elementos) de los enteros 
módulo p (véase el ejemplo 2, §6, capitulo 3) y el espacio vectorial E= E* 1 
(de p a elementos) sobre el cuerpo K, donde p 2 2 es un entero primo y 
n — l t 2, 3, . . . . Escribir la tabla de multiplicación de escalares por 
vectores para valores pequefíos de p = 2, 3, 5, . . . y n = 1, 2, 3, . . . . 

5) Si E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, entonces E será 
también un espacio vectorial sobre un subcuerpo L de K con respecto a 
la mismaadición en E y a la restricción a L de la multiplicación entre K 
y E t En particular, todo espacio vectorial complejoes, automáticamen- 
te, un espacio vectorial real, llamado espacio vectorial real subyacente 
al espacio vectorial complejo dado. 

6) Sea E un espacio vectorial real. Construyamos un espacio vec- 
torial complejo E c = E X E = E ?, llamado la complejificación de E, de la 
siguiente manera. La adición en E c se define de la manera usual: si 
X\, X^, y\,y^ ^ E y x - (Xi, X$) e y = {yi, ya) € E c , entonces 

x + y = {X\ + y x , x 2 + y 2 ) £ E Ct 

La multiplicación entre C y E c se define de la siguiente manera: si 
\ lr \ 3 6 R, X\, X 2 £ E y X = \i + t\ 2 € C, x = {Xi,X z ), entonces \x = (Xi^i - 
- \sX z , \\X Z + ) 6 E c . Probarque E c es unespacio vectorial complejo. 

Adviértase que la construcción de Eç a partir de E e s una gene ralización 
de la construcción de C a partir de R. 

7) Probarque elproducto cartesiano E = E\ X ... X E n de los espacios 
vectoriales E lp . . . , E n sobre un cuerpo K es, naturalmente, un espacio 
vectorial sobre K del modo siguiente. Si X = {JCj., . . . , x a ), y — {yi , . . . , y n ) ê 
€ E, donde X lt y^ £ E\ {t — 1, . . . , n), \ € K, definamos x + y = {X\ + 
+ yi ,. . . , X^ + y n ) € E, \x = (Lîíi, . . . , \x n ) € E. En particular, la poten- 
cia cartesiana n-é simaA'* 1 esunespacio vectorial sobre K. Análogamen- 
te, probar que el producto cartesiano E = E\ X . . . X E n X . . . de los 
espacios vectoriales E lt . . . , E n , . . . sobre el cuerpo K es, de modo na- 
tural, un espacio vectorial sobre K del modo sìguiente, Si X = {X lt . . . , 
Xji ,...), y = (ft,. • • , y n , t ..)€E, donde x it y x € E\ {t = 1,. . . , n, . . . ), 
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^ € K, definamos x + y - (jcì x a + y U9 . . . ) € E, \x = (Xjcl, . . . , 

• * • ) ^ Por último, de un modo general, probar que el producto 
cartesiano E = ïlie^j de los espacios vectoriales E t (i €J) sobre el cuer- 
po K, donde I es un conjunto no vacío, es un espacio vectorial sobre K 
del siguiente modo natural. Si x = {^i) ie i, y = (^Ug, € E, donde X ir yi € 
€ E t (l €7), \ 6 K, definamosJí + y - (x x + ) 4e , € X;c = ) le , € En 

particular, si E fuese un espacio vectorial e I un conjunto no vacío dado, 
la potencia cartesiana E x es un espacio vectorial sobre K. 

§2. SUBESPACIOS VECTORIALES 

E1 concepto de subespacio vectorial desempena en la teoría de los 
espacios vectoriales un papel semejante al de la noción de subanillo en 
la teoria de los anillos, o de subgrupoen lateoría de grupos, o de sub- 
conjunto en la teoría de los conjuntos. Lo más usual es que cuando se 
consideran dos espacios vectoriales E y F sobre el mismocuerpo K, ta- 
les que F sea un subconjunto de E, las operaciones de adicióny de mul- 
tiplicación en E actuan del mismo modo sobre los elementos de E: 
esto significa que, si x, y G F (luego, X, y 6 E), entonces la suma x + y 
obtenida cuando se considera X e y como elementos de F, coincide con 
la suma X + y de x e y considerados como elementos de E; además de lo 
cual, si X € A" y x €. F {luego X € K, x € E ), el producto \x tiene el mismo 
valor cuando se piensa en X como elemento de F o como elemento de E. 
Tal concepto será ìlustrado en los ejemplos siguientes. 

Un subconjunto F de un espacio vectorial E sobre un cuerpo K es un 
subespac'ùo vectorial de E sobre K cuando F es un espacio vectorial so- 
bre K con respecto a las operaciones de adición v de multiplicación en 
E restringidas a F. Esto significa que F es un espacio vectorial sobre 
K con respecto a las dos correspondencias (X, y) i-» X + y y (X, x) t-» \x, 
donde x, y £ F, X € K, y se calculan x + y y \x como en E. Por lo 
general, se dice simplemente que F es un subespacio vectorial de E, sin 
aludir al cuerpo K, cuando se trata del mismo cuerpo de escalares para 
E y F. 

Proposiciôn 1. Para que el subconjunto F del espacio vectorial E 
sobre el cuerpo K sea un subespacio vectorial es necesario y suficiente 
que; 


1. F sea un subgrupo aditivo de E. 

2. \ € K y x € F impliquen \x € F. 

La demostración es análoga a la de la proposición, 1, §3, capítulo 3 
y, por tanto, será omitida. 

Notemos que en general se verifica la condición 1 al constatar, te- 
niendo en cuenta la condición 2, que: 

l 1 . 0 6 E, 1". x, y € F implican X + y € F. 

En efecto, la condición 1 implica las condiciones 1' y 1", por la 
proposición 1, §3, capitulo 2. Recxprocamente, teniendo en cuenta la 
condición 2 (la cual acarrea -X =(-l )x €F, si x 6/) vemos que las con- 
diciones 1' y 1" implican la condición 1 por la misma proposición 1, §3, 
capitulo 2. 



Ejemplo 1. Consideremos el espacio vectorial F = ^(RiR) de las 
funciones reales de variable real, esto es las funciones definidas en R 
con valores en R (véase el ejemplo 3, § 1, capítulo 4 y el comentario al 
final). Si consideramos el conjunto 0 — 0 (R;R) de las funciones rea- 
les continuas de variable real, entonces 0 es un subespacio vectorial de 
F. Si consideramos el conjunto P = P (RîR) de los polinomios reales de 
variable real, entonces P es un subespacio vectorial de 0. SÌ conside- 
ramos el conjunto P m =P m (R;R) de los polinomios reales de variable real 
y de grado no mayor que m — 0, 1, 2, . . . , entonces P a es un subespacio 
vectorial de P. Observemos que el conjunto delos polinomios reales de 
variable real y de grado exactamente igual a m es un subconjunto de P af 
mas no un subespacio vectorial de P m . Las mismas consideraciones de 
este ejemplo se repiten sustituyendo R por C. 

Es obvio que un espacio vectorialP es un subespacio de sí mismoy 
que el conjunto reducido al 0 de E es un subespacio vectorial de E. Así, 
pues, E es el más grande subespacio vectorial de si mismo y 0 es el 
menor de los subespacios vectoriales de E, 

En el caso de un grupo aditivo, se ha definido ya la notación X + Y, 
donde X e ï son dos partes cualesquiera del grupo (pág. 59). Si E 
es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, definamos igualmente 

hX = [\X; \ € A, X ÇlX}, 

donde A c: K y X c. E t o sea hX es el conjunto de los elementos de E de la 
forma \x, donde \ y X varian en A y X f re spectivamente. Podemos, en- 
tonces, reformular la proposición 1 precedente de la siguiente manera: 

Proposición 2. Para que el subconjunto F del espacio vectorial-Ê’ 
sea un subespacio vectorial, es necesario y suficiente que: 

1. 0 ZF, 2. F + F<^F f 3. KF^F. 


Ejercicios 

1) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Si F\, . . . , F u son 
subespacios vectoriales de E, probarque la intersección F = F x fì. . . C\F n 
es un subespacio vectorial de E. Si F x , . . . , F n , . . . son subespacios vec- 
toriales de E, probar que la intersección F = F^ C\ . . . H fl . . . es un 
subespacio vectorial de E. Finalmente, de modo más general, siF x (l € 
€ I)son subespacios vectoriales de E, donde I es un conjunto no vacio, 
probar que la intersección F = í~lj e i F% es un subespacio vectorial de E. 

2) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Si-^i . . ^-F^ c . . . 
son sube spacios vectoriales de í 1 , probar que launión-^’ = -?i U . . . U^nU... 
es un subespacio vectorial de E. De un modo más general, probar que 
la unión F = Ui £ i F x esun subespacio vectorial de E, sii^j (t € I) son sub- 
espacios vectoriales de E, donde I es un conjunto no vacío que cumple 
la siguiente condición: si e ^ ^ P, existe un £ I, tal que F %1 <~F X3 , 

*•» 

3) Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Si F lt . . . , F a son 
subespacios vectoriales de E , probar que la suma F =F± + . . . + F n es 



un subespacio vectorial de E. Si F\ , . . . , . . , son subespacios vecto- 

riales de E t probar que la suma F = Z n=1 F n = u“=i (Fi + , . , + / 0 ) es un 
subespacio vectorial de E. Finalmente, de un modo más general, pro- 
bar que la suma F = Z Ael F n = U (F% x + . . . + F ia ) es un subespacio vecto- 
rial de E t si F x (t £ I) son subespacios vectoriales de E t donde I es un 
conjunto no vacío y la unión indicada se toma para todos los valores de 
n = 1, 2, . . . , t x , . . . , t n € I. 

4) Si F, F Xt F s son subespacios vectoriales de un espacio vectorial 
E, entonces F c: F x U F a si, y sólo si, F cz F ± o F c: F s . Concluir que la 
unión Fi U F a de dos subespacios vectoriales Fi y F 3 de un espacio vec- 
torial E es un subespacio vectorial de E si, y sólo si, F\ <cF 3 o F s cí^, 
Generalizar estos dos enunciados a los casos de subespacios vectoria- 
les F, F\ t . . . , F a , asi como de subespacios vectoriales F^, , , , , F nt de 
un espacìo vectorial E. 

5) Si F, G\ t G 3 son subespacios vectoriales de un espacio vectorial 
E, mostrar que F Pl G\ = F fl G 3 , F + G x = F + G z no implican, en general, 
G\ = @ 2 , pero que esto ocurre si G\ ci G 2 , 

6) Si F, G, H son subespacios de un espacio vectorial E, mostrar 
que F H (G + H) = (F 0 G) + (F f| H) puede ser falso; pero que F H (G + F fl 
fl H) = (F n G) + (F C\ H) es verdadero. 

§ 3. APLICACIONES LINEALES E ISOMORFISMOS 

Dados dos espacios vectoriales EyF sobre el mismo cuerpo K, se 
llama aplioaciân lineal u homomorfismo de E en F a toda función f \E F 
tal que 

f(x + y) = f(x)+f(y), f(\x) = Xf{x) (x, y € E, \£K), 

o sea a toda aplicación de E enf que respete las operaciones del espa- 
cio vectorial. Una aplicación lineal de E en F es, en particular, un 
homomorfismo de grupo adìtivo según la primera de las condiciones 
precedentes, f (x + y) = f (x ) +f(y). Todos los hechos válidos para los 
homomorfismos de grupos aditivos, como 

/(0) = 0, /(-x) = -f(x), 

son, por lo tanto, automáticamente válidos para las aplicaciones linea- 
les de espacios vectoriales. Notemos solamente, a título de curiosi- 
dad, que estas dos igualdades puedenprobarse vectorialmente, hacien- 
do X = 0yX = -l en/(\Jc) = \f (^). 

Un isomorfismo del espacio vectorial Een el espacio vectorial/ es, 
por definición, cualquier aplicación linealbiunfvoca de E en F. Un iso- 
morfismo entre EyF es, conforme a una convención anterior (corres- 
pondencia biunivoca entre conjuntos, pág. 16; isomorfismo entre gru- 
pos, pág. 67; isomorfismo entre anillos, pág. 95) un isomorfismo de E 
sobre F, Dos espacios vectoriales se dicen isomorfos y se consideran 
idénticos desde el punto de vista abstracto --esto es, cuando lo que 
tiene importancia no es la naturaleza de los elementos que constituyen 
un espacio vectorial, sino el modo por el cual se combinan algebrai- 



camente-- cuando existe al menos un isomorfismo entre estos espacios 
vectoriales. 

De un modo general, diremos que un espacio vectoriali 71 es imagen 
lineal del espacio vectorial E cuando existe por lo menosuna aplicación 
lineal de E sobre F. 

Como en loscasos de los grupos aditivos y de los anillos, la función 
constante 0 %E que a cada elemento de E asocia siempre el cero de 

F , es una aplicaciôn lineal, llamada aplicación lineal cero de E en F 
(véase la pág. 13, en lo que atane a las funciones constantes). 

A toda aplicación lineal/ xE -* E de unespacio vectorialen sí mismo 
se le da el nombre de endomorfísmo. Se llama automorf-ismo de un espa- 
cio vectorial E a cualquier isomorfismo de E sobre sx mismo. La 
transformación identidad Ix E -* E es un ejemplo evidente de automorfis- 
mo. Notemos que sifijamos p, £ K, la aplicación X £ E i-» pxêfÊ'es lineal 
cuando K es conmutativo, lo que significa que Xp = \àX para todo X 6 K; 
esta aplicación es un automorfismo de E cuando / 0. 

Una función lineal f:E-*K se llama forma linealj es el caso de una 
aplicación lineal f : E -* F cuando el espacio vectorial F de los valores 
es el propio cuerpo de los escalares, F = K. 

Ejemplo 1. Consideremos el espacio vectorial P = P(R f R) de los 
polinomios reales de variable real(véase el ejemplo 1, § 2, capítulo 4). 
Si fijamos un polinomio p € P, entonces la operación de multiplicación 
f £ P h-. ff £ P es lineal. Supongamos que p sea de grado Ç. La aplica- 
ciôn de multiplicación/ € P m i-* pf £ P 6+m es lineal (véase la notación en 
el ejemplo citado arriba). La derivación f éPn / 1 € P es una aplica- 
ción lineal y lo mismo vale para la derivación / £ Pm r-» /' £ P a _ lf si 
m ^ 1 . Si se considera el espacio 0 — 0\_a t b'] de las funciones reales 

contfnuas en c R, entonces la función / 6 £7|-» í' f (X) dx € R es 

Ja 

una forma lineal. 

Proposición 1 . Si /: E -* F y g: F -* G son aplicaciones lineales entre 
los espacios vectoriales E, F y G, entonces gf : E -* G es una aplicación 
lineal. 

La demostración es análoga a la de la proposición 1, § 4, capítulo 
2 y se omite. 

Proposición 2. Sif'.E^P es un isomorfismo entre los espacios vec- 
toriales E y F t entonces f" 1 : F -» E es un isomorfismo entre F y E. 

La demostración es similar a la de la proposición 2, § 4, capítulo 
2 y se omite. 

Ejercicios 

1) Sea f :E -> F una aplicación lineal entre los espacios vectoriales E 
y F. Si X es un subespacio vectorial de E t entonces la imagen directa 



f(X) es un subespacio vectorial de F. En particular, f (F) es un subes- 
pacio vectorial de F, o sea el conjunto de los puntos de F de la forma 
V -/(*£), para todo x £ E, es un subespacio vectorial de E. Si Y fuese 
un subespacio vectorial de F, entonces la imagen inversa f~^(Y) será un 
subespacio vectorial de E. En particular, /** 1 (0) es un subespacio vec- 
torial de E, o sea, el conjunto de los puntos X de E que satisfacen la 
ecuación f (X) = 0 es un subespacio vectorial de E. 

2) Dada la aplicación/: E -* F entre los espacios vectoriales E y F, 
consideremos el gráfico G de / (§ 9, capftulo 1, pág. 35), queesunsub- 
conjunto del espacio vectorial E X F (ejercicio 7, § 1, capítulo 4). Pro- 
bar que/ es una àplicación lineal si, y sólo si, G es un subespacio vec- 
torial de EXF, 

3) Si E = Ei X . . , X E n fuese el producto cartesiano de los espacios 

vectoriales E\, . . . , E a , probar que cada proyección TT t : E~*E X (i~ 1, . . ., n) 
(§ 9, capítulo 1, pág. 35) es una aplicación lineal de E sobre E it Aná- 
logamente, si E = E\ X . . . X E a X , , . fuese el producto cartesiano de los 
espacios vectoriales E n , . . . , probar que cada proyección TT^.:-ST -* 

E x (t — 1,. . . , n, . . . ) es una aplicación lineal de E sobre E x . 

4) Si E y F son espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo o 
campo K, designemos por £(E-, F) al conjunto de las aplicaciones Xineales 
de E en F. Probar que sí(E; F) es un espacio vectorial con respectoalas 
siguientes operaciones de adición y multiplicación: si f,ff €s£(E;F), X £ 

entonces/ + Q, \f ££(E;F) quedan definidas por (f + Ç)(x) =f(x) + 
+ Q( x ) y (V*)^) = \f(x), para todo X € E. En particular, si E es un espa- 
cio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K, el conjunto E* de las for- 
mas lineales sobre E es un espacio vectorial con respecto a Xa adición 
y multipXicación precedentes (se toma F = K); E* se denomina espaaio 
veotorial duat de E. 

5) Si E\ y E 3 son subespacios vectoriales del espacio vectorial E, se 
dice que E es la suma directa de E\ y E 2 , y se escribe E = E\ 0 E 2 , cuan- 
do todo elemento x 6 E puede ser escrito de maneraúnica como x =X\ + 
+ X 2 , donde X\ € E\, x% € E 2 . Probar que E es la suma directa de E\ y E 2 
si, y sólo si, E\ + E 2 — E, E\ fì E 2 = (0}. De un modo más general, si 

Ei . E u (n* 2) son subespacios vectoriales del espacio vectorial E, 

se dice que ^ es la suma directa de E\, . , . , E n y se escribe E = E\ © . . . © 
© E a , cuando todo elemento x € ^puede serescrito de forma dnica como 
la suma X = X\ + . . . + x n , donde X x 6 E x (i = 1, . . . , n). Probar que E es la 
suma directa de E\, . . . , E n si, y sólo si (suponiendo, por razones de 
cXaridad, n ^3), E x + . . . + E n = E, E\ 0 (E 2 + . . . + E n ) - [o], E 2 íl (E a + 

+ • • • + E a ) = £o5.^n-i n E n = (0} (notar que estas condiciones de- 

penden del orden en que los espacios E lf . . . , E n sean enumerados, de 
modo que se obtienen condiciones distintas, pero equivalentes, enume- 
rándolos de manera diferente). Deesto resulta que i^es la suma directa 
de E lt . . . , E u si, y sólo si, E\ +. ., +E n — E, E x fì (E x + . . . + Ê x + . . . + E n ) = 
— £03 (t— 1, . . . , n), donde n ^ 2 y el término E x de orden t de la suma de- 
be ser omitido (adviértase que estas condiciones no dependendel orden 
en que se enumeren los espacios E\, . . . , E n , en el sentido de que ellos 
desempefían el mismo papel en ellas). La nocion de suma directa E = 
= ©ìei puede extenderse a una familia de subespacios vectoriales E x (t € 

€ I) de un espacio vectorial E, donde I es un conjunto no vacio. 



6) Consideremos el espacio vectorial A* sobre el cuerpo K, donde 

n = 1, 2, . . . (ejercicio 7, § 1, capftulo 4). Una vez fijados ai, . . . , 0 n € 
6 /f, definamos f:K n -* K por /(Jí) = Jffiûi + . . . + Jí n û a £ (que se acostum- 
bra escribir diJfi + . . . + a n JC a cuando K es conmutativo), para todo x = 
— (JCi, . .. , x n ) 6 K* , x i € K{t = 1,. . . , n ). Probar que / es una forma li- 
neal, esto es/ £ (iï 11 )* (ejercicio 4, § 3, capítulo 4), y que, recíproca- 
mente, toda forma lineal/ sobre K* se representa de la manera indica- 
da, de modo único, o sea para <2i € A" (i = 1,. . . , n) únicos. Mostrar 
que esta correspondencia biunívoca / £ (if 11 )*!-* (Ox,. . . , a a ) € del 

primer espacio vectorial sobre el segundo, es aditiva y que ella es li- 
neal siA" es conmutativo. 

7) Consideremos los espacios vectoriales K n yA^sobre el cuerpo K, 
n,m =1, 2,. . . (ejercicio 7, § 1, capítulo 4). Una vez fijada la matriz 



de m filas y n columnas, donde € K {i - 1, . .. , m, j - 1,. . . , n), defi- 

namos / :K* -+K* por f(x) =(ì4,. . . , y*) £ K*, y x (i = 1,.. ., m), 

(donde se acostumbra escribir si K es conmutativo), para todo 

X = (jfii, . . . , JC n ) € K n , X x € K(í = 1, . . . , n). Probar que / es una aplica- 
ción lineal y que, recíprocamente, toda aplicación lineal/ de A* en K a 
se representa de la manera indicada, de modo único, o sea para £ 115 

€ K ( i — 1, . . . , m, J = 1, . . . , n) únicos. Se puede compietar este ejer- 
cicio con una aserción análoga a la del final del ejercicio precedente. 

§4. ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA 

Históricamente, los primeros espacios vectoriales considerados 
fueron R n y C n (casos particulares importantes de A^dondeif es un 
cuerpo)de dimensión fìnita n, donde n es elnúmero entero que figura ex- 
plícitamente en la definición de los mismos (n = 1, 2,. . . ). Tales espa- 
cios vectoriales tienen una base natural, formada por los vectores = 

= (0, . . . , 1, . . , , 0) (t = 1, . . . , n), cuyas coordenadas sontodas el cero 
del cuerpo, salvo la i-ésìma coordenada que es la unidad del cuerpo. 

De esta base se obtiene un sistema natural de coordenadas del espacio 
vectorial. Posteriormente, la atención se dirigió a otros espacios vec- 
toriales que llamamos de dimensión infinita (por no ser reducibles a A* 
con n un entero natural), formados sobre todo por funciones, o sea los 
llamados espacios funcionales. La definición axiomática (abstracta o 
intrínseca) de un espacio vectorial sobre un cuerpo (§ 1, capftulo 4) es 
relativamente reciente. Ella nos permite, de modo más satisfactorio, 
distinguir entre los espacios vectoriales de dimensión finita y los de 
dimensión infinita; para estos últimos también es posible hablar de la 
dimensión de cada uno de ellos, la cual es un número cardinal infinito, 
lo que no abordaremos, sino que sedejaparaun estudio algebraico pos- 
terior más profundo. A pesar de la importancia indiscutible de los es- 
pacios vectoriales de dimensión infinita, tanto en matemática como en 
sus aplicaciones, son los espacios vectoriales de dimensión finita los 
que se presentan con el derecho de primacfa en el estudio inicial del 




álgebra lineal, por presentar una enorme riqueza conceptual, técnica y 
proposicional. 

Sea, pues, E \in espacio vectorial sobre un cuerpo £ Diremos que 
x € E es una oombinaaiSn lineal de Xi ,. . . , x Uf cuando existen \i, . . . , X n € 
£ K tales que x ~ + . . . + X n Jf n . Notemos que tales coeficientes es- 

calares pueden no ser únicos. 

Proposición 1. Si Xi, . . . , *v n son vectores dados en un espacio vec- 
torial E sobre un cuerpo K, las siguientes condiciones son equivalentes: 

1. Todo X € E, que sea una combinaciôn lineal de jcì, . . . , x n , tiene 

una expresión unica X = + . . . + À. n Ji; n , donde Xi, . . . , X n t K. 

2. Si XiXì + . . . + X a x n = 0, donde Xi ,. . . , k a € K, entonces \\ = . . . = 
X n = 0. 

Demostración. Mostremos que la condición 2 implica la condición 1. 
En efecto, supongamos que X = XiJffi + . . . + X n j? n = HiJfi,+ ... + p n Pf n , 
donde X A , ja* 6 K (t = 1, . . . , n). De ahi resulta que (jai - Xi )-*â + . . . + (H n - 
- K)x n = 0. Por la condición Z obtenemos, entonces, Xi = Hi, . , . , X n = 
= H n . Reciprocamente, probemos que la condición 1 implica la condi- 
ción 2. Ahora, si X^, . . . , X n € K y 0 = XiJfi + . . . + X n j; n , tenemos así 
una expresión del cero de E como combinación lineal de Xi,..., X a . 
Por otra parte, el cero de E siempre tiene la siguiente expresión 0 = 
= 0 x^ + . . . + 0 X a como combinación lineal de Jffi, . . . , x a . Por la con- 
dición 1 obtenemos \± = . . . = X n = 0. QED 

Diremos que los vectores X\,..., X a € E como en la proposición 1 
precedente son linealmente independientes cuando satisfacen las condi- 
ciones equivalentes 1 y 2 de su enunciado; en el caso contrario, se de- 
nominan Hnealmente dependientes^ o sea cuando existen Xi,. . , , X n € K, 
entre los cuales al menos uno es diferente deX cero de K, tales que 
XiXi + ... + \ a X n = 0. Notemos que, en la independencia o dependencia 
lineal de X lt . . . , X a , el orden según se enumeran es irrelevante; o sea 
si cr es una permutación del conjunto [ 1, . . . , n}, entonces x íf . . . , x n 
serán linealmente independientes, o dependientes, almismo tiempo que 
■^ 0 ( 1 )» • * * , Tal observación se aplica a otros aspectos y no será 

repetida, salvo cuando sea esencial. 

Proposiciôn 2. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. 
Entonces: 

1. x 6 E es linealmente independiente, o linealmente dependiente, 
conforme X f- 0 o X = 0. 

2. Si X € E, X, p € K, entonces \x y pJf son linealmente dependien- 

tes. 

3. Si Xi, . . . , x n € E fueran linealmente independientes, entonces X^ f 
^ 0 para todo í, como asi también £ x^ cualesquiera que sean t ^ J 
(dado que n ^ 2); luego, si algún x^ = 0, o si X^ = X t para algún i / j 
(caso n s 2), entonces . . . , x a son linealmente dependientes. 




4. Si Xi, . . . , Jff n £ E fueran linealmente independientes y 1 s ti < . . . < 
á n fueran enteros (donde = 1, . . . , ?ìy^ ^2), entonces Jfi lf . . . , Jffi n 
son linealmente independientes; luego, si , jff ln fueran linealmen- 

te dependientes, entonces X\, . . . , X n serfan linealmente dependientes. 

La demostración es trivial y se omite. 

Dados Xi ,. . . , x a en el espacio vectorial E sobre el cuerpo K f el con- 
junto F de todas las combinaciones lineales \Xi + . . . + (\i r . . . , X n € 
£ K) de Xi ,, . . , X n es evidentemente un subespacio vectorial de E f deno- 
minado el subespacio vectorial generado por X lf . . . , Jff a , vectores éstos 
que llamamos generadores de F. Como todo subespacio vectorial de E 
que contenga X\, . . 0 , x a debe contener forzosamente a F, expresamos 
este hecho diciendo que F es el menor subespacio vectorial de E que 
contiene X lf . . . , X n . Podemos decir que f es la intersección de todos 
los subespacios vectoriales de E que contienen X\ f . . . , Por ejem- 

plo, el subespacio vectorial de E generado por X € EesKx = [\X; \ € K}; 
él se reduce o no al origen de E según sea x = 0 o x ^ 0. 

Diremos que Jffi,. . . , Jff n £ E forman una base delespacio vectorial E 
sobre el cuerpo K cuando todo Jff € E puede expresarse como combina- 
ción lineal X = \iX\ + . . . + \ n X n (\i, ... , \ a € K) de X\, . . . , x n , de modo 
único; o sea, cuando E es generado por X\ r . . . , x n , los cuales son li- 
nealmente independientes. 

Ejemplo 1. Sea K un cuerpo. E1 espacio vectorial (71 = 1, 2,... ) 
tiene la siguiente base, llamada base natural de , formada por los 
vectores 6 \ = (0,. . . , 1, . . . , 0) (t = 1, . . . , n), cuyas coordenadas son 
todas el cero del cuerpo, salvo lai-ésima coordenada que es la unidad 
del cueypo. En efecto, si X — (Jffi, . . . , JC n ) € K* , donde JC* € K (t = 1, , . . , n), 
entonces Jff = Jffiôi + . . . + X n e n es una combinación lineal de Q\ f . . . , Q n 
igual a Jff. Además, si Jff = + . . . + X n e n (\ lf . . . , \ n € K), entonces 

Jff = (Xi,. . . , \ n ) f de donde \\ =■ X\ f , h = Jff n , o sea Jff se expresa como 
combinación lineal de e lf . . . , e n de modo único. 

Cabe indicar que, en vez de base deberíamos haber dicho base fini- 
ta ordenada (puesto que estamos considerando una baseformada por un 
nómero finito de vectores enumerados en algún orden), lo que no cau- 
sará confusión en este texto, En rigor, podemos hablar de una base 
finita, asf como de una base infinita, sin un orden prefijado, en lo que 
no nos detenaremos. 

Proposición 3. Un espacio vectorial E sobre un cuerpo K es iso- 
morfo a un espacio vectorial K *, si, y sólo si, E tiene una base con n 
elementos. Si f:K* -* E es una aplicación lineal, entonçes / será un 
isomorfismo entre E 0, y E si, y sólo si (indicando con Q\ (t = 1,. . . , n) 
a la base natural de E*) f (Q\), . . . , f ( e n) es UIla hase de E. Recíproca- 
mente, si Jffi,. , . , Jff n € E es una base de E, existe un isomorfismo/, 
y sólo uno, entre /f* y E tal que f (e t ) = jc t (t = 1, . . . , n). 

Esta proposiciôn resulta inmediatamente de la proposición siguiente, 
al usar K* en vez de E, asi çomo E en vez de F, además de otros deta- 
lles de notación. 



Proposiciôn 4. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, 
Si E tiene una base Xi,, . . , X n , entonces F es isomorfo a E si, y sólo si, 
F tiene una base con n elementos. Si f:E F es una aplicación lineal, 
entonces / será un isomorfismo entre E y F si, y sólo si, f {X l),. . . , f{x n ) 
es una base de F. Recfprocamente, si 14, , J/ n € es una base de Z 1 , 

existe un isomorfismo /, y sólo uno, entre E y F tal que f [x x ) = (t = 
= 1,..., n). 

La demostración es bastante sencilla y se omite. 

Nuestro objetivo inmediato es definir la dimensión de un espacio 
vectorial, cuando ella es fínita; para esto necesitamos de la siguiente 
proposición, interesante por eï misma. 

Proposición 5. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Si 
X lf ... , x m € E son generadores de E e yi,. . . , y n € E son linealmente 
independientes en E, entonces m a n. 

Demostración. Comencemos con \ina observación. Dado que E es 
generado por X x ,. . . , x n € E, si y € E, y ^ 0, entonces E es también 
generado por los m vectores y , x lt . .. , x x ,. . . , x m , donde x t indica que 
X x se omite en la emuneración e t = 1, . . . , n se escoge conveniente- 
mente. En efecto, y = AaJCi + . . . + para ciertos Xx,. . . , \ m 6 K. 
Como y £ 0, entonces para algún t, f 0, de donde resulta que ^ es 
una combinación lineal de y y de los demás x j (J = 1,. . . , m,j ^ t). 
JLuego, E es generado por y y por los demás x x (j = 1,. .. , m,jý t). 

Demostremos ahora la proposición por inducción sobre m. Ella se 
cumple para M — 1; en efecto, como E es generado por ^ y dado que 
yi ^ 0, la observaciónprecedente muestra que E es generado por J 4 , x lr 
o sea simplemente por y^, lo que exige n = 1, pues y^, . . . , y n sonlineal- 
mente independientes. Supongamos ahora m ^ 2 y que la proposición se 
cumple para m - 1. Si n < 2, entonces n< 2 s m, y no hay nada que pro- 
bar. Supongamos n £ Z; como E es generado por JCj.,. . . , X m y dado que 
pi ^ 0, la observación precedente muestra, después de una renumera- 
ción de Jíi,. . . , x m , que E es generado por yi,X lf ... , x m , o sea por 

y lt Xì, ...» 0Cm_i lo que exige, por la hipdtesis de inducción, que n - 1 < 
< m - 1, o n £ m, dado que y 2 , . . . , y D son lineahnente independientes. 
QED 

Proposición 6. Si x lf . . . , Xm 6 E e y l9 . . . , y a 6 E son bases del es- 
pacio vectorial E, entonces m = n. 

Es lo que resulta de inmediato de la proposición precedente aplica- 
da dos veces simétricamente. 

De acuerdo con la proposiciónó definimosla dimensión de un espa- 
cio vectorial E que tenga una base x lf . . . , x n como elentero n- 1, 2,. . 
el que es independiente de la base escogida en E. Conviene notar que 
tal definición implica que E no consiste sólo del origen, pues n a 1 y 
cada x x £ 0. Completemos la definición con la convención de que la di- 
mensión de un espacio que consiste sólo dei origen, es 0. Indicaremos 
con dim E la dimensión de E. 

Pasemos a enumerar algunas propiedades útiles de la dimensión. 



Proposición 7. Si E Ý 0 es \in espacio vectorial y Xi , . . . , € E son 

generadores de E, entonces E tiene dimensión ïïl ^ n. Más precisamen- 
te, podemos escoger enteros 1 s s ,,, s s A de modo que JPti,. . . , 
X im sea una base de E. 

Demostración. SiJCi,..., JP n son linealmente independientes forman 
una base y la proposición es evidente. Supongamos X\ r . . . , X n lineal- 
mente dependientes; entonces n £ 2 (pues E Ý 0) y existe X% que es una 
combinación lineal de los JGj {J ^ l). De ahf resulta que # 1 , . . . , X ir . . . , 
X n generan E t donde #1 indica que X x ha sido omitido. Si Xi, . . . , &i, . . . , 
X a son linealmente independientes y forman una base de E, la proposi- 
ción queda probada. Si suponemos Xi r . . ., x it . . ., linealmente depen- 
dientes, entonces n ^ 3 (pues E ^ 0), y razonamos como en el caso an- 
terior y asx sucesivamente. Este proceso de omisiones sucesivas tiene 
que parar a lo más en n _ 1 etapas, dado que n £ 2 (pues E 0), cuando 
la proposición queda probada. QED 

Proposición 8. Siel espacio vectorial E tiene dimensión n > 1, para 
que X ít . . . , X n 6 E formen una base de E es necesario y suficiente que 
sea satisfecha por lo menos ixna de las dos condiciones siguientes: 
1. X X , .. ♦ , X n son generadores de E; 2. X\ t . . . t x n sonlinealmente inde- 
pendientes. 

Demostración. Cada una de las dos condiciones es necesaria (ade- 
más, las dos condiciones juntas significan que Xi t ... t X a forman una 
base de E). Probemos la suficiencia de la condición 1, para lo cual 
basta mostrar que X\ t . . . , x n son linealmente independientes. En caso 
contrario, se podria omitir un X it de modo que Xi t . . . , x it . . . , x n gene- 
ren E t donde X x indica que X x fue omitido; pero, entonces, la proposición 
7 implicaria que la dimensión de E es a lo sumo n - 1, lo que no es 
cierto. Probemos la suficiencia de la condición 2, para lo cual basta 
mostrar que *ïi, . . . , X n son generadores de E . En caso contrario, 

. . . , X n generan unsubespacio vectorial propio F de E y podemos es- 
coger x n +i € E, x^ € F; entonces Xi, . . . , JC^, jc^ son n + 1 vectores li- 
nealmente independientes de E , en tanto que una base de E está formada 
por n generadores de E t lo que contradice la proposición 5. QED 

Proposición 9. Si el espacio vectorial-ff tiene dimensión ïïì yX \ t . . . , 
x a € Eson linealmente independientes, entonces ïïl > n, Cuando m — n f 
X\, ... t x a forman una base de E. Si ïïl > n, podemos hallar X n +i ,. . ., 

£ E tales que X Xt . . . , x nt JC n +i, . . . , X m sea una base de E . 

Demostración. La hipótesis de que X x ,. . ., x a € E sean linealmente 
independientes, cuando n ^ 1, implica que E / 0. Como una base de E 
está formada por m generadores de E t de la proposición 5 se desprende 
que m £ n. Cuando m - n t la condición2 de la proposición 8 muestra que 

JCi, . . . , x n forman una base de E. Supongamos m > n. E1 subespacio 

vectorial J 7 ! de E generado por X\ t ... t x n tiene dimensión n < m\ luego, 
F\ es propio en E. Escojamos Jf n +i ê E t JC n +i € F\ y sea subespacio 

vectorial de E generado por x x ,. . . , x nt que tiene dimensión n + 1 ^ m. 
Cuando m - n + 1, la condición 2de la proposición 8 muestra que Jft,. . . , 
x nt forman una base de E. Suponiendo m> n + 1 y continuando de 

esta forma, la condición 2 de la proposición 8 muestra que pasaremos 
por m - n etapas, antes de completar esta demostración. QED 



Proposición 10, Si F es un subespacio vectorial del espacio vecto- 
rial E de dimensión finita m, entonces F tiene dimensión n s m. 

Demostración, Para evitar malentendidos, notemos que a partir de 
la hipótesis de que E ŷ- 0 tenga una base no es posible concluir que F Ý 0 
tiene una base. Si F = 0 la proposición es evidente. Supongamos F ^ 0„ 
luego E Ý 0. Escojamos X\ £ F, X\ ^ 0. Sea F\ el subespacio vectorial 
de F generado por X\, que es de dimensión 1. Si F\ = F, entonces X\ es 
una base de F, que tiene dimensión 1; la proposición 5 muestra que 1 < 
^ m. Si Fi es un subespacio vectorial propio de F, escojamos x z € F, 
x 3 £ Fi. Sea Fz el subespacio vectorial de F generado por X\, x 2 , que 
es de dimensión 2. Si Fs = F, entonces X lf x 2 es \ina base de F, quetie- 
ne dimensión 2; la proposición 5 muestra que 2 ^ m. Si Fz es un subes- 
pacio vectorial propio de F continuamos de forma similar, y la propo- 
sición 5 muestra que pasaremos por n £ m etapas, construyendo una 
base x x ,. . . , x n de F. QED 

Ejercicios 

1) Si I es un conjunto no vacío y K un cuerpo, entonces el espacio 
vectorial K l de todas las funciones de I en K es de dimensión finita n ai, 
y sólo si, I tiene n elementos. 

2) Calcular la dimensión del espacio vectorial Fm (R a ; R) de los poli- 
nomios reales de n variables reales y de grado a lo sumo igual a m, 
Análogamente, para C en vez de R, y Z ÌP en vez de R, donde p ^ 2 es 
un entero primo. 

3) Si X\, . , . , son linealmente dependientes en un espacio vecto- 
rial E, donde X\ 0 y n £ 2, entonces algún x t Z,, , , , n) es una com- 
binación lineal de los precedentes X\, . . ,, 

4) Los vectores X\,. . . , x a (n ^ 2) de un espacio vectorial E son li- 
nealmente dependientes si, y sólo si, omitiéndose uno de ellos, los n - 1 
restantes son aún generadores del mismo subespacio vectorial de E, que 
es generado por los n vectores dados. 

5) Si E es un espacio vectorial de dimensión finita y F es un subes- 
pacio vectorial de E tal que E y F tienen la misma dimensión, entonces 
E = F. 


6) En un espacio vectorial E de dimensión n ^ 1 no hay ïïì > n vecto- 
res linealmente independientes; luego n es el número máximo de vec- 
tores linealmente independientes en E. Por otra parte, en un espacio 
vectorial E de dimensión n > 1 no existen m < n vectores que sean gene- 
radores de E; luego n es el número mfnimo de generadores de E. 

7) Sif'.E^Fes una aplicación lineal entre los espacios vectoriales 

E y F, donde E es de dimensión finita, entonces los subespacios vecto- 
riales / (0) E y f (E) <—F son también de dimensión finita, y se tiene 

que dim E — dim/^fO) + dim/ (#). Si/" 1 ^) y f (E) son de dimensión fi- 

nita, también E es de dimensión finita. 




8) Si E — E\ X . . . Xí p es un producto cartesiano de espacios vecto- 
riales, cada uno de dimensión n^ (t ~ 1, . . . , p ), entonces ^tiene dimen- 
sión T\ + . . . + n v y, si E tiene dimensión finita, lo mismo ocurrirá con 
cada E % (t = 1, . . . , p). 

9) Si E = Fi + . . . + F v es un espacio vectorial que es la suma de sus 
subespacios vectoriales /i, . . . , F Pf entonces E es de dimensión finita 
si, y sólo si, todos los Fi, ...» F p son de dimensión finita; se tiene, en- 
tonces, dim E < dim F x + . . . + dim F^. Para que se cumpla la igual- 
dad es necesario y suficiente que la suma sea directa, E = F x © . . . ® F p 
{ejercicio 5, § 3, capftulo 4). 

10) Si Fi y Fz son subespacios vectoriales de dimensión finita de un 

espacio vectorial E f entonces F\ H F% y F\ + Fs son subespacios vectoria- 
les de E de dimensión finita; se tiene dim (F\ fì Fs) + dim (Fi + Fa) — 
= dim F\ + dim Fa. Generalizar al caso de subespacios vectoriales 
F\, , F v de dimensión finita de un espacio vectorial E. 

11) Sean dados los enteros m, \, n^, donde m ^ n\ ^ 0, m ^ n^ ^ 0. 
Hallar el mayor valor posible de dim (F\ + Fa) y el menor valor posible 
de dim (F\ 0 Fa), si tenemos un espacio vectorial E de dimensión m y 
subespacios vectoriales F\ y Fz de E f de dimensión i\ y n^, respectiva- 
mente. Generalizar al caso de enteros m, i\ f . . . , n 9f un espacio vec- 
torial E y sus subespacios vectoriales F\ f ... f F p de dimensiones 
m, 7\ f . . . , n Pf respectivamente. 

12) Sea /lE -* F una aplicación lineal entre los espacios vectoriales 
E y F de dimensiones m y n, respectivamente. Si m > n, entonces J no 
puede ser un isomorfismo de E en F. Si m < n, entonces f no puede ser 
sobre F. Si m = n, entonces que / sea un isomorfismo es equivalente 
a que / sea sobre F. 

13) Si E y F son espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo 
K, mostrar que el espacio vectorial de dimensión finita £(E\F) sobre K 
es de dimensión finita si, y sólo si, E y F son de dimensión finita, en 
cuyo caso dim (E\ F) = dim E . dim F. Mostrar, entonces, que E* es 
de dimensión finita si, y sólo si, E es de dimensión finita, en cuyo caso 
dim E* = dim E (ejercicio 4, § 3, capítulo 4). 

14) Sea E un espacio vectorial real. Si X\,. . . , x a € E f llamamos 
combinación oonvexa de X \, . . . , X a a toda combinación lineal X ~ 
= \\X\ + . . . + \ a X a , donde \i, ... f \ a £ R, Xi, . . . , \ n 2 , 0, Xj. + . . . + X a = 
= 1. Mostrar que toda combinación convexa de X\ f X 3 £ E puede escri- 
birse como X = (1 - X) X\ + XJíg, donde X £ R, O^X^l. Deci- 
mos que un subconjunto X de E es convexo cuando cualesquiera que 
sean # 1 , Jfg ê X f toda combinación convexa de x Xt Jí 3 pertenece aX. Pro- 
bar que X es convexo si, y sólo si, cualesquiera que sean X \,. . . , x R 6 
6 X f toda combinación convexa de X\, . . . , x n pertenece a X. Un cono en 
E de vêrtioe 0 es un subconjunto X de E tal que si x € X t X € R, X > 0, 
entonces \x 6 X. Probar que un cono en E de vértice 0 es convexo si, 
y sólo si, cualesquiera que sean X \, x z € X se tiene X\ + X z 6 X . 

15) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Se llama subes- 
paoio af-ín no vacío de E a todo subconjunto X de E talque X— F + X, don- 



de / es un subespacio vectorial y X € E; entonces X € X, y F queda 
determinado por X, pues F ~ X - X cualquiera que sea X € X, al mismo 
tiempo que cualquier x € X puede aparecer en la representación X = F + 
+ x, (Es conveniente considerar al conjunto vacío como un subespacio 
afín de S m ) Si X lt . . . , 6 F t llamamos combinación af€n de X±, . . . , 

a toda combinación lineal X = XiJúi + . . . + \ u X n , donde Xi t . . . , X n 6 
Xi + . . . + X n = 1. Mostrar que toda combinación afíin de 6 £ pue- 

de ser escrita como X = (1 - X) Jffi + Xx^, donde X € K. Probar que un 
subconjunto X de E es un subespacio afín si, y sólo si, cualesquiera que 
sean Xi, X% € X, toda combinación affn de Xi, Jf a pertenece a X; o, de mo- 
do equivalente, si t y sólo si, cualesquiera que sean x íf . . . , x a € X, to- 
da combinación afín deJfi,..., x n pertenece a X, Mediante la represen- 
tación X = F + X, definir la dimensión finita de X, la base affn finita de 
X, etc. 





ORDEN 


La noción general de orden tiene su origen tanto en matemática co- 
mo en lógica. A1 parecer, fue considerada por primera vez en el siglo 
XIX, aunque algunas de sus raïces pueden atribuirse a trabajos ante- 
riores. E1 origen del importante tema del orden total, que desde el 
punto de vista de la matemática de hoy constituye simplemente un ejem- 
plo particular y tan antiguo como las ideas de número, de tiempo y 
orientación de una recta, se pierde en el pasado. Cronológicamente, 
los estudios de Boole sobre elanálisis de la lógica desde elpunto de vis- 
ta matemático, esto es, sus investigaciones sobre las leyes del pensa- 
miento, fueron los trabajos más importantes sobre la idea de orden. 
Su nombre quedó asf asociado a las llamadas álgebras de Boole, que 
durantê \an largo tiempo fueronel único ejemplo conocido de un sistema 
algebraico cuyos elementos estaban desprovistos de sentido numérico. 
Estas álgebras pasaron a tener interés matemático en los tiempos ac- 
tuales, inclusive desde el punto de vìsta de sus aplicaciones a otros 
campos del saber. A Dedekind se debe la observación de que el con- 
cepto de conjunto ordenado aparece con gran frecuencia en matemáti- 
ca a tal punto de ser objetode estudìo autónomo; sìn duda, el estudio de 
la noción general de orden es uninstrumento precioso para comprender 
los fundamentos de varias ramas de la matemátìca y de sus aspectos 
comunes. Sin embargo, no es superfluo seffalar aquf que un tal estu- 
dio no debe constituir un objetivo en sf mismo; su valor matemático se 
restringe a las posibìlìdades de sus aplicaciones. Este capftulo es una 
mera introducción al lenguaje del orden. 

§ 1. ORDEN TOTAL 

En matemática elemental se encuentran varìos ejemplos de conjun- 
tos cuyos elementos pueden compararse entre sf por una relación de 
orden, como lo ìlustran los casos sìguientes. 

Ejemplo 1. Entre los números enteros naturales, o sea los ele- 
mentos de N, existe una relación de orden usual, que se escribe X ^ y 
para indicar que X es igual o menor que y , donde X, y € N. Tal rela- 
ción posee las propiedades siguientes: 

X ^ 

x < y, y ^ z x < z 
x^y, y ^ x =* x - y 
x £ y o y ^ x. 

Análogamente, para la relación de orden usual en cada uno de los con- 
juntos Z, Q y R. Observemos que en el caso del conjunto C no se 
acostumbra imponer ninguna relación de orden. 



Ejemplo 2, En geometrfa elemental, dada una recta R, se destaca 
que existen dos orientaciones posibles sobre la misma, siendo cada 
una de ellas la opuesta de la otra. Una vez fijada una de tales orien- 
taciones en R queda automáticamente establecida una relación de orden 
entre los puntos de B, En este caso, si x e y son dos puntos de R, se 
dice que x precede a y cuando x = y, o cuando x Ý y, y la orientación 
de R corresponde a un desplazamiento de un punto que se mueve a 
partir de x hacia y. Se escribe entonces x ^ y. Las cuatro propieda- 
des indicadas en el ejemplo precedente se mantienen válidas en este 
ejemplo. Además, como se puede apreciar, el caso de R como con- 
junto ordenado de la forma indicada en el ejemplo anterior y el caso 
de la recta R como conjunto ordenado discutido en este ejemplo son 
esenciaLmente dos aspectos del mismo fenómeno. Como se ve en geo- 
metrfa elemental, si se fija un origen, una unidad de medida y una 
orientación en la recta R se obtiene un sistema de coordenadas en R y 
una correspondencia biunfvoca entre R y R que respeta el orden (esto 
es, un isomorfismo de orden, conforme a la terminologfa a ser intro- 
ducida en el párrafo siguiente). 


H- 

y 
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Ejemplo 3. E1 alfabeto que usamos consiste de las letras 

a, b, c, ch, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, 11, 

m, n, n, o, p, q, r, s, t, u, v, w, x, y, z 

enumeradas en este orden, que forman un conjunto ordenado A de 29 
elementos. Daremos el nombre de diccìonario al conjunto infìnito 
R de las palabras que se pueden formar con dichas letras. Cada 
palabra es una secuencia horìzontal de un número fìnito de letras, 
siendo posible la repetición de las letras. Supongamos que cada pala- 
bra comience del lado izquierdo, de manera que la posición de una 
letra en cada palabra se cuenta a partir de la izquierda, Por ejemplo, 
ì> ocupa la tercera posición en la palabra sobremesa. Entre las di- 
versas palabras, admitimos las que tienen sentido en espanol, como 
miely o en portugués, como meZ 3 o en inglés, como honey 3 etc. , ade- 
más de las que no tienen sentido en ninguna lengua que nos es conoci- 
da, como ovuaru. Cada libro-diccionario de una lengua conocida 
contiene un número finito de palabras, enumeradas segun el orden 
alfabético, u orden lexicográfico. En realidad, la regla para ordenar 
las palabras en un libro-diccionario de cualquier lengua es siempre la 
misma. Ella proviene de una regla de ordenación de D, que se define 
del siguiente modo: Dadas dos palabras simbolizadas por p x y _p a , se 
dice que P x precede a Ps y se escribe Pi ^ p% cuando P\ - p z , o sì 
Pi ^ Ps» se verìfica uno de los dos casos siguientes: 1) el número de 
letras de p x es menor que el número de letras de p 2 y toda letra de p x 
es idéntica a la letra de p 3 en la misma posicibn, como, por ejemplo, 
en p x = azúcar 9 p s = azuearadoj 2) hay una letra de p x que es distinta a 
la letra de p 2 en la misma posición, tal que la precede en el alfabeto 
A, y además de esto cada una de las letras anteriores de p x coincide 



con cada una de las letras anteriores de p 8 en la misma posición, co- 
mo, por ejemplo, en = eonfiter€aj p s = ûonf'ttes . Es fácil verificar 
que las cuatro propiedades indicadas en el ejemplo 1 se mantienen vá- 
lidas en este caso. Para una descripción más formal de este ejemplo, 
véase el ejercicio 2 que sigue. 

Un conjunto totalmente ordenadoj también llamado cadena, es un 
conjunto E donde está dada una relación binaria, esto es, una relación 
entre dos elementos cualesquiera X e y de E, donde se escribe X £ y 
para indicar que x e y guardan entre sfla relación considerada, de 
modo que se satisfacen las siguientes propiedades: 


01. 


X ^ X, 


02. 

x ^ y, 

y ^ z => 

x < z> 

03. 

x ^ y. 

y ^ x^ 

H 

It 

04. 

x ^ y 

o y £ x, 



que son las propiedades reflexiva, transitiva, antisimétrica y total, 
respectivamente. Tal relación binaria recibe el nombre de orden 
totat . En circunstancias especiales se usan otros sîmbolos y otras 
denominaciones para designar un orden total. Los ejemplos que se 
acaban de mencionar ilustran el concepto de orden total. 

Ejercicios 

1) En un conjunto finito E con n elementos existen nl modos dis- 
tintos de definir un orden total en E, 

2) Consideremos un conjunto totalmente ordenado A al cual deno- 
minaremos alfabeto. Formemos las potencias cartesianas sucesivas, 

A 1 = A, A 3 = A xA, A 3 = A x A * A, . . . 


y su unión 


D = A 1 U U . . . U A' U . . . , 

a la cual denominaremos diccionario correspondiente al alfabeto A. 
Cada elemento de D se llama palabra. Si y p 2 pertenecen a. D, es- 
cribamos p x ^ p s cuando p x = p 2 , o si p x ^ p 2 , se verifica uno de los 
dos casos siguientes: 1) el námero de coordenadas de p^ es menor que 
el numero de coordenadas de p 2 , y toda coordenada de Pi es idéntica a 
la coordenada de p 2 en la misma posición; 2) hay una coordenada de p x 
que es distinta a la coordenada de p 3 en la misma posición y tal que la 
precede según el orden total de A y, además de esto, cada una de las 
coordenadas anteriores de p^coincide con cada una de las coordenadas 
anteriores de p s en la misma posición. En ambas condiciones 1) y 2) 
la posición de una coordenada de cada punto de cualquier A n se cuenta 
de izquierda a derecha. Entonces D es un conjunto totalmente orde- 
nado. 



§ 2. ORDEN 
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En el caso de un orden total en un conjunto E, la propiedad de que 
dos elementos arbitrarios x, y 6 E siempre sean aomparableSj o sea 
X & y o y < x, es demasiado exigente. En matemática elemental, como 
veremos en seguida, ocurren naturalmente relaciones binarias que 
poseen las tres primeras propiedades de un orden total, pero que de- 
jan de tener la ultima de ellas. Veamos algunos ejemplos ilustrativos 
de tal observación. 

Ejemplo 1. Consideremos el conjunto N de los números enteros 
naturales con la relación de divisibilidad, o sea si x, y € N, se dice 
que x divide a. y, y se escribe x\y, cuando existe t t N tal que y = tx. 
Es ciaro que 


x\x, 

x\y, y\z =* x\s, 
x\y> y\x^ x ~ y. 


más no es cierto que 


x\y o y\x, 

pues, por ejemplo, Z \ 3 y 3 [ Z son ambas falsas. 

Ejemplo 2. En el conjunto &(E) de todas las partes de un conjunto 
E tenemos la relación de inclusión y, como ya sabemos, 

X czX, 

x cr, y <zz => x <=-z, 

X CZY, Y ^ X ^ X - Y, 

pero en el caso en que E tiene por lo menos dos elementos distintos no 
es cierto que 


ícloícl, 


como ya hemos observado. 


Fig. m 




Ejemplo 3. Consideremos el conjunto F de las funciones reales de 
variable real definidas en un intervalo [a, b] de R. Si /, g Ç. F diga- 
mos que/ es menor o igual que Q y escribamos/ ^ Q cuando/(^) ^ g(x) 
para todo x € [a, b], o sea cuando el gráfico de / esté por debajo del 
gráfico de g. 



Es claro que 


/ £/, 

f * g, g f *h, 
f *Q. 0 *f *f = 0. 

pero si (2 f b, no es cierto que 

/ * Q o g *f, 

como se constata si definimos, por ejemplo, f (x) = X - a y Q(x) = b - X 
para todo x € [o, £>]. 

Un aonjunto ovdenado es un conjunto^ donde está dada una relación 
binaria, esto es una relación entre dos elementos cualesquiera X e y 
de E, donde se escribe X £ y para indicar que X e y guardan entre sf la 
relación considerada, tal que las propiedades 01, 02, 03 del párrafo 
anterior se satisfacen, más no necesariamente la propiedad 04, Tal 
relación binaria recibe el nombre de ovden> u ovden pavodaí. En cir- 
cunstancias especiales se usan otros símbolos y diversas denomina- 
ciones para designar un orden. Los ejemplos vistos arriba motivan 
la introducción del concepto de orden. Todo conjunto totalmente orde- 
nado es un conjunto ordenado, más no recfprocamente. 

En un conjunto ordenado E se escribe x < y para indicar que X £ y, 
pero x ^ y. Por tanto, x á y si, y sólo si, X = y o x < y. 

Dado un subconjunto / de un conjunto ordenado E, podemos intro- 
ducir en F una relación de orden, que se dice tnducvda por la relación 





de orden de E, si escribimos x^y en F, para X, y € F, si, y sólo si, 
X ^ y en E, Se dice, entonces, que / es un subconjunto ordenado de E t 
Por ejemplo, con las relaciones de orden usuales, cada uno de los 
conjuntos Nj Z, Q y R es un subconjunto ordenado de los siguientes. 
Por otra parte, si consideramos a N como un conjunto ordenado por la 
relación de divisibilidad (ejemplo 1), entonces N ya no es un subcon- 
junto ordenado de los siguientes con la relaciòn de orden usual. En 
efecto, basta notar que 2^3, pero es falso que Z 13; por otra parte, 
l|0, pero es falso que 1^0. 

Dado un conjunto ordenado E, un etemento mïn-imo 3 o pvimer ele- 
mento 3 de una parte / de E es un elemento a € F tal que a £ x para 
cualquiera que sea x € F. Un tal elemento mfnimo a es unico, siempre 
que él exista. En efecto, sea a' € F tal que también se tenga a' & X 
para todo x € F. Abora, como a' € F y del hecho de que a es un ele- 
mento mfnimo de F resulta que a < a'. Análogamente, se obtiene 
a' £ a. Luego a = a'. E1 elemento mî'nimo de F, cuando existe, se 
indica por mfn í 1 . De un modo dual se define el concepto de etemento 
mâximOj o úZtimo etemento 3 que se indica por máx F . Por ejemplo, 
con respecto a sus relaciones de orden usuales, N tiene un primer 
elemento, a saber 0, pero no tiene un ultimo elemento; por otra parte, 
Z, Q y R no tienen primer ni último elemento. Como otro ejemplo, 
citemos N con respecto a la relación de divisibilidad, donde hay un 
primer elemento, a saber 1, y también hay un último elemento, esta 
vez 0. En el caso de @(E) ordenado por la relación de inclusión, 
existe un prìmer elemento 0 y un últìmo elemento E. 

Sean E y F dos conjuntos ordenados. Se dice que una función 
/ :í-*/es ereciente cuando x ^ y en E siempre implica/(jc) ^f(y) en 
F. Por otra parte, / es deareeiente cuando x £ y en E siempre implica 
f(y) á f(x) en F. Si / es creciente o decreciente, se dice que / es 
monâtona . Decimos que / es estrictamente creciente cuando x < y en 
E implica siempre f(x) <f(y) en F. Por otra parte, / es estrictamente 
decreeiente cuando x < y en ITimplica siempre/(j/) <f{x) en F, Si / es 
estrictamente creciente o decreciente se dice que / es estrietamente 
monótona. 

Ejemplo 4. Sea / una función real de variable real definida y de- 
rivable en un intervalo [a, b] de R. Si /' (jc) ^ 0 para todo x £ [a, b], 
entonces / es creciente. Si/'fjc) > 0 para todo x € [a, b], entonces/ 
es estrictamente creciente. Si / ' (ac;> £ 0 para todo x £ [a, b], entonces 
/ es decreciente. Si f'(x) < 0 para todo x € [a, b], entonces / es 
estrictamente decreciente. 

Unafunción creciente a veces se llama no deereeiente y ental caso 
se entiende por función ereeiente lo que llamamos función estricta- 
mente creciente. Es claro que, entonces, se acostumbra decir función 
no ereeiente en vez de función decreciente, asf como función deere- 
eiente para designar lo que llamamos función estrictamente decre- 
ciente. 

Ejemplo 5. Consideremos el conjunto 0 de las funciones reales 
continuas en el intervalo [a, b]. En 0, empleemos la relacidn de 

orden inducida por el conjunto ordenado F de las funciones reales en 
[a, b] (véase el ejemplo 3). Entonces 



/ € C h. f(x)dx € R 
es estrictamente creciente. 

Ejemplo 6. Dada la función/ : E -* F, podemos considerar la fun- 
cidn 

X €0(2) ~f(X) €0(F), 

que es siempre creciente. Para que esta última sea estrictamente 
creciente, es necesario y suficiente que la función dada sea biunfvoca. 
Análogamente, podemos considerar la función 

r e 9(F) ~ f- 1 (Y) € 9( E), 

que es siempre creciente. Para que esta última sea estrictamente 
creciente, es necesario y suficiente que la función dada sea sobre. 

Dados dos conjuntos ordenados E y F, llámase isomorf'tsmo entre 
E y F a toda aplicación biunivoca / de E sobre F tal que x => y en E si, 
y sólo si, f (x) á f(y) en F t Un isomorfismo entre E y F es, pues, una 
aplicación biunfvoca / de E sobre F tal que / y / -1 sean crecientes (o, 
equivalentemente, que sean estrictamente crecientes). E y F son 
isomorfos cuando existe un tal isomorfismo. Un antiisomorfismo en- 
tre E y F es toda aplicación biunfvoca / de E sobre F tal que x ^ y en E 
si, y sólo si, f(y) ^ f (x) en F. Con tal fin, se hacen comentarios aná- 
logos a los que se hicieron respecto a un isomorfismo. 

Ejemplo 7. La función x ^ es un isomorfismo de orden entre R 

y R+ Su isomorfismo inverso es la función x i-» log jc entre R+ y R. 

E1 mismo tipo de ejemplo se repite para toda función real/ de varia- 

ble real que sea estrictamente creciente entre su dominio E ^ R y su 
contradominio f (E) ^ R, considerándose a E y a f(E) ordenados por el 
orden inducido por R. En el caso de ser/ estrictamente decreciente, 
se tiene un antiisomorfismo de orden entre E y f(E). 

Ejemplo 8. SeaG(Z)el conjunto de los subgrupos del grupo aditivo 
Z de los enteros racionales. A todo H €G(Z) (o sea, a todo subgrupo 
H de Z) le corresponde uno, y sólo un, entero natural n(H) € N tal que 

H es el conjunto de los múltiplos enteros de n(H). La función H £ 

Ç G(Z) h» n(H) € N es un antiisomorfismo de orden entre G(Z) ordenado 
por la relación de inclusión y N ordenado por la relación de divisibili- 
dad De modo análogo, dado un entero p s 1, sea G(Z/p) el conjunto 
de los subgrupos del grupo aditivo Z/P de los enteros 0, 1, . . . , p - 1 

módulo p. Indiquemos con D(p) al conjunto de los enteros naturales 
que dividen a p. A todo H £ G(Z/p) (es decir, a todo subgrupo H de 
Z Ip) le corresponde uno, y sólo un, entero natural n(H) €D(p) tal que 
H es el conjunto de los multiplos enteros naturales de n(H) que perte- 
necen a Z íp. La función H € G(Z/p) n(H) €D(p) es un antiisomorfis- 
mo de orden entre G(Z /p) ordenado por la relación de inclusión y D(p) 
ordenado por la relaciôn de divisibilidad. De ahf resulta que G(Z/p) 
es totalmente ordenado si, y sólo si, D(p) es totalmente ordenado, lo 
que equivale a quepsea una potencia entera de un entero natural primo. 



Ejemplo 9. La funcidn 


X € &(E) ~ C X € 9{E) 

es un antiisomorfismo de orden. 

Ejemplo 10. Consideremos el conjunto N^ de los números enteros 
naturales diferentes de 0 ordenados por la relación de divisibilidad. 
Por otra parte, sea S el conjunto de las sucesiones 

(t\, TTg, . . . , 7\ , . . , ) 

de números enteros naturales, o sea r\ £ N para k - l, Z, , . . , y asu- 
mamos también que cada una de las sucesiones sólo contiene un 
número finito de términos distintos de cero, o sea t\ - 0 excepto para 
un número finito de valores de k. Definamos un orden en S por 

(m x , m z ,* (t\, tìq, .. . , t\, ... ) 

cuando m x £ j\, m 2 £ tTq, ... , m k £ t\, . . . . Sea ahora 

Pi ~ 2, p 2 ~ 3 , Pq - 5, p 4 = 7,. . . 

la sucesión de los nâmeros enteros naturales primos escrita en el 
mismo orden en que se presenta en N. A cada sucesión 

(t\, n 2 ,. . . , r\, . . . ) € S 
podemos asociar el entero 

(Pi)” 1 (Ps)” 2 ■ • • (P*)"* e N* 

donde k se eligió suficientemente grande tal que = 0 para todo r > k; 
notemos que la elección de un tal k no afecta el valor del elemento de 
N ï!î asf definido. Acabamos, pues, de definir una función / : S -* N ï!< . 
E1 teorema básico de aritmética elemental sobre la unicidad y la exis- 
tencia de la descomposición de todo elemento de N* en el producto de 
potencias enteras naturales de factores primos afirma precisamente 
que / es biunfvoca en S y sobre N*. Por otra parte, el teorema básico 
de aritmética elemental sobre la divisibilidad de un elemento por otro 
de N*, divisibilidad ésta expresada en términos de las descomposicio- 
nes de estos dos números en productos de potencias enteras naturales 
de factores primos, afirma precisamente que / es un isomorfismo de 
orden entre S y N v . 

En el conjunto ordenado E, dos elementos x e y se dicen consecu- 
tivos cuando x < y, y además no existe ningdn t tal que x < t < y. Esta 
noción permite ilustrar la descripción de todo conjunto finito por me- 
dio de su diagrama: éste se obtiene por medio de figuras rectilfneas 
o del plano (y, en algunos casos, inclusive por figuras imaginadas en 
el espacio tridimensional), uniendo a los pares de puntos consecutivos 
de E por segmentos o arcos orientados de cada punto que precede a 
cada punto que sigue (véase el ejercicio 1 más abajo). 



Un ejemplo ilustrativo es el del diagrama del conjunto de los ente- 
ros naturales que dividen a 12 ordenados según la relación de divisi- 
bilidad. 


12 



Fig. 44 

Otro ejemplo aclaratorio es el del diagrama del conjunto 0(E) de 
las partes de un conjunto E = JC 3 , jCq} formado por tres puntos. 

Sabemos que @(E) queda ordenado por la relación de inclusión y consta 
de 2 3 = 8 elementos, a saber 
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Ex — E% — [*^s}» Eq — [jc 3 }, 

■^ia = [jCj_» X% }, E\ 3 ~ [jCií Eqq ~ [^s» *%}» 


E. 

E1 diagrama &(E) debe imaginarse formado por los ocho vértices de un 
cubo en el espacio tridimensional. 


E 




Ejercicios 
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1) Supongamos que un conjunto ordenado E satisface la condición 
siguiente: si x, y € E con x < y, entonces el conjunto de los elementos 
t € .fftales que x < t ^ y es finito (esta condición se verifica cuando E 
es finito). Probar que dados X, y € E c on X < y, existen 1 elemen- 
tos t o, ti f . . . t t a 6 E tales que t 0 = x t t n — y y i, t x son consecu- 
tivos para = 1, . . . , Ti, Concluir que el conocimiento de los pares or- 
denados (x t V) de elementos consecutivos en E t con x <y f determina el 
conocimiento del orden en E. 

Z) Sea E un conjunto ordenado. E1 gráfico G del orden de E es el 
subconjunto del cuadrado cartesiano E* formado por los pares {x, y), 
donde x, y € Ey x < y. Demostrar que 

G n t ?' 1 = à, GG dG 

(notación de los ejercicios 3 y 4 del párrafo 9, capftulo 1). Recipro- 
camente, dada una parte G de E 3, que verifique las dos condiciones de 
arriba, con E un conjunto, si definimos x ^ y cuando {x, y) € G, obte- 
nemos una relación de orden enE cuyo gráfico es G. Para que se tenga 
un orden total es necesario y suficiente que 

sue J = 

3) Sea E un conjunto ordenado. E1 gráfico estricto G del orden de 
E es el subconjunto de Ef formado por los pares (#, y), donde x, y € E 
y x < y. Demostrar que 


G V\G~ X = 0, GG cff. 

Recfprocamente, dada una parte G de f 6 que verifique las dos condi- 
ciones de arriba, con lun conjunto, si definimos x £ y cuando x = y £ E 
o cuando {x, y) £G, obtenemos una relación de orden en E cuyo gráfico 
estricto es G. Para que se tenga un orden total es necesario y sufi- 
ciente que 


A U (? U G~ r = Ê 3 . 

4) Si / : E F es biunfvoca en E, sobre F y creciente, donde E es 
un conjunto totalmente ordenado y F es un conjunto ordenado, entonces 
F es totalmente ordenado y / es un isomorfismo de orden entre E y F. 

5) Sean / : E -* F y g : F -* G dos funciones, donde E, F y G son con- 
juntos ordenados. Con relación a la función compuesta gf : E -* G 
mostrar que gf es creciente cuando / y g son ambas crecientes, o 
ambas decrecientes, y que gf es decreciente cuando una de / o g es 
creciente y la otra es decreciente. 

6) Un conjunto bien ordenado es un conjunto ordenado E, donde to- 
da parte no vacfa tiene un primer elemento. Todo conjunto bien orde- 
nado es totalmente ordenado. Todo conjunto totalmente ordenado finito 
es bien ordenado. N es bien ordenado. E1 subconjunto de B de los 
numeros racionales de la forma 



es bien ordenado. 


m - — (m, n = 1, 2, . . . ) 
n 


7) Un conjunto preordenado es un conjunto E donde está dada una 
relación de preorden, que se îndica por x ^ y para x, y € E, de modo 
que 


Jí £ X, 

x ^ y, y < 2 => x ^ z. 

Si definimos x — y cuando X^y, y ^ X, donde X, y € E, obtenemos una 
relación de equìvalencia en E. Sea F el espacio cociente de i’por esta 
relacíón. Si X, y € F son las clases de equìvalencia correspondientes 
a x, y E, definamos x <. y en F cuando x <, y en E. Probar que F es 
un conjunto ordenado. 

8) Si A fuese un anillo con unidad y x, y €A, se dice que x divide 
a y a la derecha cuando existe un t € A tal que y = tx. Probar que, de 
tal modo, se obtiene un preorden en A. Análogamente, para la divi- 
sibilidad a la izquierda. 

§ 3. RETICULADOS 

Dada una parte X de un conjunto ordenado E f se dìce que X está li- 
mitado superiormente en E cuando existe un elemento s € E t tal que 
x <. s para todo x € X. A un tal elemento s se le denomina mayorante 
o eota superior de X en E. Notemosque unacota superior puede no ser 
únìca. Si X no está limitado superiormente en E se dice que X es i-iimí- 
tado superiormente en E. Observemos que si E tuviera un último ele- 
mento, entonces todo subconjunto de E estará limitado superiormen- 
te en E y que, recfprocamente, sì E estuviera limìtado superìormente 
en E t entonces E deberá poseer un último elemento. 


Admitiendo que X esté limitado superiormente en E t puede ocurrir 
que el conjunto no vacfo de las cotas superiores de Xtenga un elemento 
mfnimo, esto es que exista una cota superior 3 de X en E tal que cual- 
quier otra cota superior de X en E deba satisfacer e & t. En tal caso, 
el elemento mfnimo de las cotas superiores de X en E (que es único) se 
denomina supremo de X en E y se representa por sup X (u otras nota- 
ciones, dependiendo del caso). Si X tuviera un máximo, es claro que 
X tendrá un supremo en E y que 

máx X -- sup X. 

De un modo dual, se definen los conceptos de subconjunto limitado 
inferxormente, de minorante o cota inferior, de subconjunto ilimitado 
inferiormente y de fnfimo (fnf X) de X en E y se hacen los comentarios 
duales pertinentes. 


133 



134 


Se dice que un conjunto ordenado E es un reti-culado cuando, cua- 
lesquiera que sean los elementos x , V £ E, el conjunto [x, y} reducido 
a los mismos tiene un supremo 

sup [x, y). 


que se indica también por 


xi)y. 


asf como un fnfimo 


inf [x, y}, 

que se representa igualmente por 

x f\y. 

Todo conjunto totalmente ordenado es un reticulado, pues 
x\jy = y, xïïy = x, si es que x < y. 

Ejemplo 1, Consideremos otra vez el conjunto N de los enteros 
naturales ordenado por la relación de divisibilidad (ejemplo 1 de la 
sección precedente). Dados x, y € N, el supremo y el fnfimo de x e y 
en N existen necesariamente y son los que en aritmética elemental se 
llaman el mfnimo común multiplo y el máximo común divisor de X e y. 
Luego, N es un reticulado con respecto a la divisibilidad. 

Ejemplo 2, E1 conjunto &(E) de todas las partes de un conjunto E, 
ordenado por la relación de inclusión, es un reticulado, donde el su- 
premo y el fnfimo de dos partes de E son precisamente su unión y su 
intersección. 

Ejemplo 3, E1 conjunto F de todas las funciones reales de una va- 
riable real definidas en un intervalo [a, fe} de R es un reticulado con 



. k6 


Fig 





respecto al orden usual (ejemplo 3 de la sección precedente). Si/, 
g € F, entonces su supremo y su fnfimo en F se definen, respectiva- 
mente, por 


(f U g) (x) = sup [f(x), g(x)}, 

(f n g) (jc) = inf {/(jc), g(x)}. 

Proposición 1. Para elementos arbitrarios x, y, z de un reticula- 
do E, se tiene: 

D x\J y = y x, x f) y - y H x, 

2) x U (y U z) = (x U y) U z, x n (y H z) = (x 0 y) D z, 

l)yzx#x\jy = x, x£y#xr\y = x. 

La demostración se deja como ejercicio. 

Cualesquiera que sean los elementos x±, Xq, . . . , X^ en ndmero fi- 
nito n, no nulo, de un reticulado E, el conjunto finito [x^, X%, . . . , oc ^] 
reducido a los mismos tiene un supremo en E 

sup {jcì, x z , . . . , X n ], 
que se indica también por 


Xi u x s U . - • U x n , 

asf como un i'nfimo 

ínf [x-l, x 3 , ... , 


que se indica también por 


Xi n xa n ... n x„ 


y basta proceder por inducción sobre npara concluir que el supremo 
y el fnfimo indicados existen en E. A propósito, observemos que 


análogamente 


x\j (y J z) 
(x\jy)\j z 

x n (y n z) 
(x n y) n z 


= x U y U z, 
= X U y U Z', 

= x n y n z, 
= # n y n z. 


Se dice que un subconjunto i^de un reticulado E es un subreticulado 
de E cuando F es un reticulado con respecto al orden inducido en F por 
E y cuando el supremo y el fnfimo de dos elementos x, y € F tienen los 
mismos valores, sea que se calculen considerando a X e y como ele- 



mentos de E o como elementos de F. Todo subconjunto de un conjunto 
totalmente ordenado es un subreticulado. 

Proposiciôn 2. Para que el subconjunto F del reticulado E sea un 
subreticulado de E es necesario y suficiente que x, y € F impliquen 
xUyZFyxDy € F, donde el supremo y el fnfimo en cuestidn son 
calculados en E. 

La demostracidn se deja como ejercicio. 

Ejemplo 4. Consideremos el reticulado F de las funciones reales 
de variable real definidas en el intervalo [a, de R (ejemplo 3). 
Afirmamos que el conjunto G de las funciones reales continuas en 
{a, b) es un subreticulado de F. En efecto, como se sabe, el supremo 
y el fnfimo de dos tales funciones continuas son también funciones 
continuas. 

Se dice que un reticulado E es d-istributivo cuando 
x fì (y U z) = {x fì y) U (x H z), 

x u {y H z) - {x u y) 0 (x U z), 

cualesquiera que sean x, y, Z € E. Los ejemplos 1, 2 y 3 de reticula- 
dos son todos distributivos. En el caso del ejemplo 1, se observa en 
primer lugar que N' 1 ' es un subreticulado de N y que N^ es un reticula- 
do distributivo, pues (ejemplo 10 de la sección prededente) hay un 

isomorfismo de orden entre N'' y S, el cual es, a las claras, un reti- 

culado distributivo. En el caso del ejemplo 2, ya se sabe (proposici<5n 
1, §3, capftulo 1) que @(E) es distributivo. En cuanto al ejemplo 3, la 
verificación de su distributividad es inmediata. 

Ejemplo 5. Es fácilverificar que los conjuntos ordenados de cinco 
elementos, representados por los diagramas de la figura 47, son am- 
bos reticulados no distributivos. Por tanto, todo reticulado que con- 
tenga un subreticulado isomorfo, en el sentido del orden, a uno de 
tales reticulados de cinco elementos no puede ser distributivo, A este 
propósito, se puede probar recfprocamente que todo reticulado no dis- 
tributìvo contiene siempre un subretìculado que esisomorfo, en elsen- 
tido del orden, a uno de tales reticulados de cinco elementos. 



Sean E y F dos reticulados. Se dice que una función / : E -* F es un 
homomorfismo de reticulados cuando 

f(x U y) = f(x) U f(y), 

f(x n y) = f(x) C\f(y), 

cualesquiera que sean j;, y € E. Todohomomorfismo de reticulados es 
creciente, pues si x, y € E y X < y, entonces x U y - y, de donde 
f(x) U f (y) ~f(y), o sea/(x) á /(î/). Todohomomorfismo de reticulados 
f que sea biunfvoco en E y sobre F es necesariamente un isomorfismo 
de orden entre E y F. Análogamente, se define un ccnt'ihomomorf'ismo 
de retìculados por medìo de las condìcìones 

f(x U y) = f(x) n f(y), 
f(x H y) = f(x) u f(y). 

Ejemplo 6. Dada la función / : E - F, la función 
Y € 9(F) ~ f~ l (Y) 6 9(E) 

es un homomorfismo de retìculados; no ocurre lo mismo con la fun- 
ción 

X £9(E) »f(X) £9(F), 

a menos que ia íunción dada sea biunfvoca. 

Ejercicios 

1) En un conjunto ordenado E, se define el intervalo [x, y ] (cuando 
X , y € E y X ^ y) como los t £ E tales que x ^ t ^ y. Si f es un reticu- 
lado, entonces la intersección de dos intervalos de F o es un intervalo 
o es vacîa. Recîprocamente, sea E un conjunto ordenado donde la in- 
tersección de dos intervalos en E es un intervalo o es vacia y donde 
dos elementos cualesquiera de E siempre tienen una cota inferior y 
una cota superior. Entonces, E es un reticulado. 

2) Sea E un conjunto y supongamos dadas dos funciones 

(x, y) € EF t-* x U y € E, 

(x, y) 6 E? o x 0 y € E, 


tales que 

x n (y U z) - (x n y) U (x fì z), 
x\J y = y x, 
x\J (y \J z) = (xu y) U z, 
x. 


x U (y 0 z) = (x U y) D (x U z), 
x H y = y n x, 
x n (y n z) - (x n y) n z, 

x. 
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X\J X 


x n x 



Demostrar que x U y - V equivale a x 0 y - x y que si definiéramos 
X £ y por tales igualdades í'resultarfa ser un conjunto ordenado que es 
un reticulado distributivo, donde x U y y X 0 y son el supremo y el fn- 
fimo de x e y € E. 

3) Sea P un plano y E el conjunto ordenado por inclusión, cuyos 
elementos son P, las rectas de P, los subconjuntos de P que se reducen 
a puntos de P y el conjunto vacfo. Entonces, £ es un reticulado no 
distributivo y E no es un subreticulado del reticulado de los subcon- 
juntos de P. 

4) Dada una función f : E -* E, probar que el conjunto de los sub- 
conjuntos X de E tales que f(X) c J es un subreticulado de @(E), orde- 
nado por la inclusión. Por otra parte, el conjunto de los subconjuntos 
X de E tales que X c /(J) no es obligatoriamente un subreticulado de 
9{E). 

§ 4. ALGEBRAS DE BOOLE 

Consideremos un reticulado distributivo E con primer elemento 0 
y último elemento I. Si x € E, se llama oomptemento de x en E y se 
representa por 


Cx 


a todo elemento de E tal que 

xr\ (Cx) = 0, xu (Cx) = I. 

Mostremos, antes de continuar, que un tal complemento de x es único, 
siempre que exista. En efecto, si y, z € E y tanto y como z fueran 
complementos de X en E, esto es si 

xC\y = 0, x\jy = I, 

x n z = o, x\j z - i, 

entonces tendremos 


y 0 (x U z) = y n J, 


de donde 


(y n x) u (y n z) = y. 


o sea 


o u (y H z) = y. 

Por tanto, y (1 z = y, de donde y £ z. Análogamente, se ve que z ^ y, 
de donde y = z. 

Un dlgebra de Boole es un reticulado distributivo con primer y úl- 
timo elementos, donde todo elemento tiene un complemento. 



Ejemplo 1. A todo conjunto E le corresponde el álgebra de Boole 
&{E) de todos los subconjuntos de E, con respecto a la inclusión. 

Ejemplo 2, E1 ejemplo que vamos a presentar se debe a Boole y 
es el que, histdricamente, dió origen a la denominación de álgebra de 
Boole. Tal ejemplo tiene por finalidad describir las propiedades ele- 
mentales que admitimos para la lógica de las proposiciones. Pase- 
mos, pues, a describir intuitivamente lo que supondremos a tal 
respecto. Sean dadas dos proposiciones 


p> a- 

Tenemos el concepto de que la proposición p implica lógicamente la 
proposición q, lo que usualmente se escribe 

Tenemos, también, el concepto de que p y q son lógicamente equiva- 
lentes, o sea 


p* q y q => p, 

lo que usualmente se escribe 


p#q. 

Notemos que p y q determinan dos nuevas proposiciones a saber la 
proposición 


p o q 


y la proposición 


PYQ' 

Finalmente, cada proposición determina su proposiciÓn negativa 

no p. 

Supongamos ahora dado un conjunto no vacfo A de proposiciones, que 
satisface las condiciones siguientes: 

1) Si p, q €A, entonces 

(p y q) €A, (p o q) €A. 

2) Si p € A, entonces 


(no p) € A. 

Admitiremos que la equivalencia lógica entre las proposiciones de A 
sea una relación de equivalencia en A. Indiquemos con B el corres- 
pondiente conjunto cociente de A. Si p y q fueran las clases de equi- 
valencia correspondientes a p, q €A, escribiremos ~p ^ q cuando p=* q. 




Admitiremos, entonces, que B es un conjunto ordenado y, más preci- 
samente, un álgebra de Boole donde 
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p o q = p u q, 
P Y Q. = P H q. 


p y (no p) = 0, 
p o ( no p) = 1, 

no p = C ~p 

Para una descripción más formal de la situación en este ejemplo, 
véase el ejercicio 2 más abajo. 

Una subd'lgebva de Boote F de un álgebra de Boole E es un subreti- 
culado de E que contiene el primer y áltimo elementos de E y que 
igualmente es un álgebra de Boole. Es inmediato que el primer y el 
ultimo elementos de E son también primer y último elementos de F, 
además de que el complemento en F de cualquier elemento de F coinci- 
de con su complemento en E. 

Ejemplo 3. En una recta fí tenemos el concepto de intervalo, que 
puede ser limitado o ilimitado, asf como cerrado o abierto en cada una 
de sus extremidades, conforme contenga o no a tal extremidad. Sea 
S el conjunto de los subconjuntos de R cada uno de los cuales es la 
unión de un número finito de tales subconjuntos. Entonces, con res- 
pecto a la inclusión, S es una subálgebra de Boole de 0(R). 

Sean E y F dos álgebras de Boole. Se dice que una función/ : E -* F 
es un homomorf'ismo de álgebras de Boole cuando 

f(x U y) - f(x) U f(y), 
f(xf\y) = f(x) H f(y), 
f(Cx) = C f(x) 

para cualesquiera x, y € E. Notemos que, entonces, 

f( 0) = 0, f(I) = I. 

En efecto, 

f(0 U C0) = /(0) U C/(0) = I 

lo que prueba que f (I) = I. Análogamente, se verifica que /(0) = 0. 
E1 concepto de antihomomovflsmo se define de modo semejante. 

Ejemplo 4. Dada la función/ : E -* F, la función 


ï e 9(F) M f-^ï) € ff(E) 



es un homomorfismo de álgebras de Boole; no ocurre lo mismo con la 
funciòn 


X £0{E) ^f(X) £&(F), 

a menos que la función dada 4 / > sea biunïvoca en E sobre E. 

EJERCIC IOS 

I) Toda álgebra de Boole finita tiene 2 n elementos, siendo isomor- 
fa al álgebra de Boole de los subconjuntos de un conjunto finito de n 
elementos. 

2} Sea E un conjunto preordenado y consideremos la relación de 
equivalencia correspondiente (ejercicio 7, §2). Supongamos dadas las 
funciones 

(x, y) € r-> x U y € E, 

(x, y) € E? ^ x H y € E, 
x € E i- Cx € E 


y admitamos que 


x£zey£z#x\Jy&z, 
z^xyz^y&z^xjy, 
xC\Cx*y ^ x u Cx, 
x n (y U z) ~ (x n y) U (x H z), 
x U (y n z) ~ (x U y) n (x u z), 

cualesquiera que sean x, y, z € E. Sea F el conjunto ordenado cocien- 
te de E por esa relación de equivalencia. Probar que F es un álgebra 
de Boole. 
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Cinética Qufmica Elemental, por Harold Behrens Le Bas. 
Bioenergética, por Isaias Raw y Walter Colli. 
Macromoléculas, por Alejandro Paladini y Moisés Burachik. 
Mecanismo de las Reacciones Orgánicas, por Jorge A. Brieux. 
Elementos Encadenados, por Jacobo Gómez Lara. 

Ensenanza de la Qufmica Experimental, por Francisco Giral. 
Fotoqufmica de Gases, por Ralf-Dieter Penzhorn. 

Introducción a la Geoqufmica, por Félix González-Bonorino. 
Resonancia Magnética Nuclear de Hidrógeno-1 y de Carbono-13, 
por Pedro Joseph-Nathan. 

Cromatograffa Lfquida de Alta Presidn, por Harold M. McNair 
y Benjamfn Esquivel H. 

Actividad Optica, Dispersidn Rotatoria Optica y Dicroismo 
Circular en Qufmica Orgánica, por Pierre Crabbé. 
Espectroscopia Infrarroja, por Jesás Morcillo Rubio. 
Polarograffa, por Alejandro J. Arvfa y Jorge A. Bolzán. 
Paramagnetismo Electrónico, por Juan A. McMillan. 
Introducción a la Estereoqufmica, por Juan A. Garbarino. 
Cromatograffa en Papel y en Capa Delgada, por Xorge A. 
Domfnguez. 

Introducción a la Espectrometrfa de Masa de Sustancias Or- 
gánicas, por Otto R, Gottlieb y Raimundo Braz Filho. 

Cinética Qufmica, por Rodolfo V. Caneda. 

Fuerzas Intermoleculares, por Mateo Dfaz PefLa. 
Ffsico-Qufmica de Superficies, por Tibor Rabockai. 
Corrosión, por José R. Galvele. 

Introducción a la Electroqufmica, por Dionisio Posadas. 

C romatograffa de Gases, por Harold M, McNair. 

Cinética de Disolución de Medicamentos, por Edison Cid 
Cárcamo, 

Introducción a la Qufmica de Suelos, por Elemer Bornemisza. 
Elementos de Catálisis Heterogénea, por Sergio E. Droguett. 
Introducción a la Electrocatálisis, por Alejandro J. Arvfa y 
Marfa Cristina Giordano. 



N° 28. Qufmica de Sólidos, por Julio César Bazán. 

N° 29. Quìmica Bioinorgânica, por Henrique Eisi Toma. 

N° 30. Introducción al Estudio de los Productos Naturales, por 
Eduardo G. Gros, Alicia B. Pomilio, Alicia M. Seldes y 
Gerardo Burton. 

Serie de biologfa 
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16. 
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20. 
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21. 

N° 

22. 

N° 

23. 

N° 

24. 

N° 

25. 

N° 

26. 

N° 

27. 


La Genética y la Revolución en las Ciencias Bioltígicas, por 
José Luis Reissig. 

Bases Ecológicas para la Explotacidn Agropecuaria en la 
América Latina, por Guillermo Mann F. 

La Taxonomfa y la Revolución en las Ciencias Biológicas, por 
Elfas R. de la Sota. 

Principios Básicos para la Ensenanza de la Biologfa, por 
OswaIdo Frota-Pessoa. 

A Vida da Célula, por Renato Basile. 

Microorganismos, por J. M. Gutiérrez-Vázquez. 

Principios Generales de Mic robiologfa, por Norberto J. 
Palleroni. 

Los Virus, por Enriqueta Pizarro-Suárez y Gamba. 
Introducción a la Ecologfa del Bentos Marino, por Manuel 
Vegas Vélez. 

Biosfntesis de Protefnas y el Código Genético, por Jorge E. 
Allende. 

Fundamentos de Inmunologfa e Inmunoqufmica, por Félix 
Córdoba Alva y Sergio Estrada Parra. 

Bacteriófagos, por Romilio Espejo T. 

Biogeograffa de América Latina, por Angel L. Cabrera y 
Abraham Willink. 

Relación Hospedante-Parásito. Mecanismo de Patogenicidad 
de los Microorganismos, por Manuel Rodrfguez Leiva. 
Genética de Poblaciones Humanas, por Francisco Rothhammer. 
Introducción a la Ecofisiologfa Vegetal, por Ernesto Medina. 
Aspectos de Biologfa Celular y la Transformación Maligna, 
por Manuel Rieber. 

Transporte a Través de la Membrana Celular, por P. J. 
Garrahan y A. F. Rega. 

Duplicación Cromosòmica y Heterocromatina a Nivel Molecu- 
lar y Citológico, por Nestor O, Bianchi. 

Citogenética Básica y Biologfa de los Cromosomas, por 
Francisco A. Sáez y Horacio Cardoso, 

Ecologfa de Poblaciones Animales, por Jorge E. Rabinovich. 
Metodologfa para el Estudio de la Vegetación, por Silvia D. 
Matteucci y Afda Colma. 

Los Sistemas Ecológicos y la Humanidad, por Ariel E. Lugo y 
Gregory L. Morris. 

A Germinaçâo das Sementes, por Luiz Gouvêa Laboriau. 
Introducción a la Farmacocinética, por Edison Cid Cárcamo. 
Introducción a la Teorfa yPráctica de la Taxonomfa Numérica, 
por Jorge Vfctor Crisci y Marfa Fernanda López Armengol. 
^Qué es la Diferenciación Celular?, por Roberto B. Garcfa y 
Susana Pereyra Alfonso. 



N° 28. 


Limnologfa Sanitaria. Estudio de la Polución de Aguas Conti- 
nentales, por Samuel Murgel Branco. 

N° 29. Etologfa: E1 Estudio Biológico del Comportamiento Animal, 
por Raúl Yaz-Ferreira. 

N° 30. Fotosfntesis, por Carlos S. Andreo y Rubén H. Vallejos. 

N° 31. Pesca y Piscìcultura en Aguas Continentales de América La- 
tìna, por Argentino A. Bonetto y Hugo P. Castello. 

N° 32. Fundamentos de Genétìca Biométrìca y sus Aplicacìones al Me- 
joramiento Genético, por Jorge A. Mariotti. 

En preparación 

Serie de matemática 

Geometrfas Fìnitas, por Oscar Barriga 

Computadoras y Procesamiento de Datos, por Jxilio Villanueva y 
Oscar Harasìc. 

Principios Matemáticos da Dinâmica dos Fluidos, por Guilherme 
M. de la Penha. 

Análisis Multivarìado-Método de Componentes Principales, por 
Laura Pla. 

Serie de ffeica 

Teorfa de Fluidos en Equilibrio, por Antonio E. Rodrfguez y 
Roberto E. Calìgaris. 

Serie de biologfa 

Fìtomorfologfa Funcional y Adaptativa, por Elfas R. de la Sota. 
Origen y Anatomfa del Cromosoma Eucarionte, por Nestor O. 
Bianchi. 

Limnologfa Básica, por José Galizia Tundìsi. 

E1 Plancton de las Aguas Continentales, por Afda González de 
Infante. 


Nota: Las personas interesadas en adquirir estas monograffas deben 
dirigìrse a la Ofìcìna de Ventas y Promoción, Departamento de 
Información Públìca, Organización de los Estados Americanos, 
Washington, D.C., 20006-4499 o a las Oficinas de la OEA en el 
pafs respectivo. 



